Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52

Chapitre Calcul intégral (I'essentiel du cours + applications)

Niveaux Bac francais / 1°™ et 2™ Bac International SM

[) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
1) Activite

Le plan est muni d’un repére orthonormal (o;_f;})
'unité choisie étant le centimetre .

On considére la fonction f définie sur IR par :

f(z) = 3eton note C sa courbe représentative.

Soit R la partie du plan limitée par C , 'axe des
abscisses , et les droites d’equations :
X=-Tetx=2.

a) Calculer I'aire Aen cm? de R.

b) Déterminer une primitive F de f sur IR et calculer
F(2)-F (-1).

c) ) Déterminer une autre primitive G de f surIR et
calculer G (2) - G (-1).

2) Inteqral et primitive.

2.1 Définition :Soit f une fonction continue sur un
intervalle I, a et b deux éléments de I ; et F une
fonction primitive de f sur I. Le nombre F(b) — F(a)
s’appelle l'integrale de la fonction f entre a et b on
écrit: [ f(xyic=[F(x)] = F(b)-F(a)

on lit somme f(x)dx de a a b et on I'appelle
integrale de a a b.

Le reel a s’appelle la borne inférieure de l'integrale
et le réel b s’appelle la borne supérieure de
I'intégrale.

Remarque :1)Dans l'ecriture : j:' £ (2 )t

la variable t s’appelle une variable muette, on peut
le changer par n'importe qu’elle variable tant qu’elle
ne figure pas dans l'une des deux bornes.

J, £ ()= f (e = f (s)ds == [F ()],
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2.2) Interprétation géeomeétrique de l'intégrale
si f est une fonction continue et positive sur [a, b] .

'intégrale de a a b de la fonction frepresente l'aire

du domaine delimite par :
- L'axe des abscisses
- Les droites d’'equation: x=aetx=»hb

-Lacourbede f .

1cl'r

|
| ¥ @

2.3 Propriété :Toute fonction continue sur [a, b] est

integrable sur [a, b] c'est-a-dire J’ ’ /(x)dx existe

et finie.
2.4 Exemples :
Calculer les integrales suivantes :

) I=[ 3edz  2) J =] (2x+3)dx

L (3
3) K=[ —dr 4 L_L cos(26)de

Solution :1)la fonctionz - 3zest continue sur [2;4]

R 3 2
Une primitive sur |2;4|est: ¢ — =z & 2
. (4] 2 3) K:J. ldz‘:[]nt‘] —Ine’-Ine=2-1=1

e e

33T 3 3
Donc:I= L.’)xdx—[;:cz} :Exﬁiz—Esz:lS ;r

T

L 1= fntopo-{ia)] Sn( o}

2) J = [ (2x+3)dv=[ ¥ +3x] =(1+3)-(0)=4
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Exercice1 :Calculer les integrales suivantes :

1) 1, = Ij(z.vr—l)dr 2) L= (x*—4x' +2)ax

In2
3) I, = 4) 1, =Iﬂ e dt
W2 In’
5} fq =I e di 6) Iﬁ = [ —(,1'\
2 0 0y
in2 g 3t +o =
DIy =) 5 —dx BYL=| dx
0 " +1 n2.gh —a"
eln x i
9) 1, :L dx 10) fmzjﬂ-de
* “afxT+3x—4
Solution : 1)/, = i 2-"3 _A}L= . y . a2 . i
[ (2x=1)ax [ T [ —x] ‘r4:_.-: e“dr:j;ﬂ%(ﬁf) e‘rrfr—{%ej} :%e_mgileixa
L - 0 -
I, =(22-2)—(0*-0)=4-2=2
1 1 4 i 1 i 1'4:1 o2 le[):—él.ﬁleﬂz flzi
L:J. (x474xs+2J(i\':{fx577x4+2.1'—| :{7\7571‘\'4+2x} 2 2 2 2 2
~ 5 4 1; 13 2
1 o =f .. P il o
I&:{é" 1t +—;{| :(lli—14""2}—[1_(—1)5—(—1)4—2) 5) 15_.[0 e di'—L ( .’) d?—|: 2?
< 1 D 5
1 22 _ 141”@_1—[41?1 1 1 (w3
L:E —HZ]—(——_—l—:J: —14+2+—-+1+2=—+4=— I = TR e =57 =
3 3 2 o 2 2 2
Ak _.[ 1’ dT:[*l] :(*l]*(*l]**lﬂ%:l L:—le'm+ = 1 hl]q +—:—ix—+l:
x 2 1 2 2 2er 2 2 2 2

6) I :Ig&dY:Igixhll .\’ciTZJ-?]JJ’.‘(XIIIE xdx
1 RS 1 RS 1

s _J:us e ™ e J:n_?; (ex —e"r) o |:h1 .

8 7 g2 ¥ —x 22 I _x e —e
le —e e —¢
1 ey T A 1 1
L =[ ln‘“.\} =—Infe—=Inl=— ) 1 o
2+1 3 3 3 I =Inje'™ — | ~Infe' — ™| =n[3-——|-In e““m‘
oo
= o e"+1r In2
] =: [l .\':J.l 2( ) (Jx:[]ﬂ > 3
40 g 11 o e +1 8 3 S 16
I, _1113—— In|2 ]11[ ]—hl(—]—hl = _]11[—]
. 3 3 2 3 2 3 9
I?:]ne“‘+l|—ll_1|e°+1|:h1‘3|—]11|2‘:].113—].u2:]11[%] 5

9) 7, = J-:%]:{l.\'d\' = J-le(ln x)' (l].l.\‘)l = [l—il(lﬂ .\‘)m}

1

1 1 2 1 2
=| —Inxdx="—(Ine) ——(Inl
=i S (ne)” ——(In1)

=I lnrd\*_i—o_ 1
% 2 2

10

3 2%43 5 (% +3x74)’ = 3
dx=2 d:rzl[\fx' +3.r74:|
P yx +3x-4 b WX +3x—4 2

110:2[\fx3+3.\'74]2 2(V14 -6)

—
Il
—
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Formules importantes : cos(2a)=1-2sin"a

2 . 7 . i . Ly )
GO =TS0 d [ g8 o g oe080a
2 2

- -

sin(2a) = 2sinaxcosa

3) Intégral et operation et regles de calculs
Propriété1

Soient f, g et f* des fonctions continues sur un
intervalle I, a, b et c trois éléments de I et @ un
réel,ona:

1) [ f'(x)ix=[F(x)] =F(b)-F(a)

2) [* v = [c:rx]b

w0

=a(b-a)

a
m il
a

[/ (x)x=0
4) [} 7 (rxie ==[ f (x)s

5) [,/ (x)ax = [ f (x)ix+ [ £ (x)x

(Relation de Chasles)

6) ['(/+g)(x)v=] f(x)x+] g(x)ix(inéarité)
7 [ (af)(x)r=af f(x)ix

Exemple1 : Calculer les intégrales suivantes :

1) 1= J.;‘x—l)(h' 2) J:.[i‘x(x+1)‘dr
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Solution :1)on a x<[0.3]

x—1=0<x=1 on va étudier le sighe de : x—1

r |—o0 1 4+
r—1| — 0 +

. 2) sz”x(r%—l)‘(ixf
la Relation de Chasles donne : -2

3 1 3
1= [ =t = [ =1+ [ x—tav x(x+1)=0=x=00u x=-1

— (1= x)x+ [ (x—1)
! fo(l *)”*L(* Ly on va étudier le signe de : x(x+1)

T T ()9 1 )3
I_[x—x] +['\—x} _(1—){—3}—[—1]_‘ . _
2] 2 7 U 2) e 2 )2 a)si xe[-2-1] alors : x(x+1)=0

La Relation de Chasles donne :
donc: ‘)‘_("\_ + l)‘ = A‘(.‘.‘—I—]} F = L{}2|x( x+ 1)|{ir = J-:;|x(x+1)|(ir+.r:|.r(.r+ 1)|dr

T = [ (a2 + )+ [° (—x = x)dx
Rl
|_r(_r+ 1)‘ =—x(x+1) g (% _[_ﬁ}]ﬁ{o_(_%)] —

b)si xe[-1;0] alors : x(x+1)<0

4) Intégrales et ordre
Soient f et g deux fonctions continues sur un

intervalle 7 etacl et bel et a<h

1)Si f est positive sur [a ; b], alors .[:f{x)dxzﬂ
2) Si (vxe[a:b]):f(x)<g(x) alors :

I:f(x)dr ijjg{x)dx

3) Uj S (x)dx 5‘ I: |f (r)| dx
Faire un schéma d'illustration de la 3°™° propriété

II) LAVALEUR MOYENNE ET THEOREME DE
LA MEDIANE
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Théoreme et définition :

si f est une fonction continues sur un intervalle 7
etael et bel et a<b alors il existe au moins
un reel ¢ dans [a ; b].
1

b—a

ij(x)cix

Ib_f'(.x)d.r S’appelle La valeur moyenne de f

Telque : f(c)=

1
b—a
sur [a ; b]

Exemple : on considére la fonction numerique

e

définie sur R par : 'XR(UI)ZW
i

Déterminer La valeur moyenne de f sur [0;In2]

Solution : La valeur moyenne de f sur [0:1n2]

Est: (o)t (=€ g |
700 h12—0j0 (exH)za’x ]112—0—[

1 { 1 ]‘” 1 ( 1 ) 2
m2| ¢ +1), m2{ 3 3In2

Corriger cette intégrale !!!

IINTECHNIQUES DE CALCULS D’UNE INTEGRALE
1) L’utilisation directe des fonctions primitives

La fonction Sa fonction primitive
a (ad ER) ax +c
xn (HEN) an'i'l_{_c
'.'1'51
'\{E § vx3 +c
n o
Vx nat VX
x" (reQ/{-1}) Xl ¢
: — r+1
sin(ax + b) —cos(ax +b) +c
cos(ax + b) %sin(ax +b)+c
a ax arctan(x) +c
1+x°
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1-2 Exemples : Calculer les intégrales suivantes :

(lnx)
1) B= —dx

Solution : 1) B = J"'[lu_]'dr—f (Inx) (Inx) dy

[T _(ne)' (m1)' 1
- 1_ 4 4 4

2)Integration par partie

2-1 Introduction

Parfois on n'arrive pas a trouvez une fonction primitive usuelle en se
basant directement sur le tableau des primitives ..alors on utilise lla
formule de dérivation d'un produit

(uv)'=u'v+uv' ...donc si dans l'integrale on a la forme u'v ou uv' et en
plus l'une d'elles est facilement integrable directement en utilisant une
primitive du tableau usuel ..alors

szr'(x)v(x]dr:ﬁ( )( )dx — Iu x)V'(x)dx
Ijzf'(x) (x)dx = [H v(x)]b—.[jw(x)v'(x)dx

2-3 Exemples :
Calculer I integrale suivante :

T In2 i
117 =JG X sin xdx 2) J= L xe dx

3) K =L" In xdx

Solution :1) [=rxsinxdx In2
° 2)J= ’ xe“dx
Onpose : u'(x)=sinx etv(x)=x
On pose : u'(x)=¢" et v(x)=x

Donc u(x):—cos,r et v’(.x):l

On a u et v deux fonctions dérivables sur un Donc zs(x) =g et v’(:r) =]

ntervalle [0:] etw’ et sont continue sur [0:] On a u et v deux fonctions dérivables sur un

donc: I =[-xcosx]; - | —cosxdx=[~xcosx]; ~[-sinx]; =7 intervalle [0;In2] et u’ et v’ sont continue sur
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[D;in 2[

Onpose : w'(x)=1¢et v(x)=Inx

SR ['TPL]:: _.Ll“: le'dx = In 2"° —Fe‘]:l
J=2In2-(" -1)=2In2-(2-1)=2In2-1

K= Lt Inxdy ona K = J-:ln xdx = JTI * In xdx

Donc: wix)=x et+'(x)= %

inten.ralle[l;rz] et u' et v’ sont continue sur [1: e]

K:e—th:P—E.t]; =e—e+l=1

On a u et v deux fonctions derivables sur un

Donc: K = [.1.' In ﬁ.]: —JT X %ﬂ’\ = €i||F—Il‘.\' » ;l_r.i'.f

Exercice7 :En utilisant une intégration par partie

calculer :1) ] = _[{; re*®dz

27 = f;

> Inzx

g

T
3"2
T

3) K= I(:x\/fz_xdx 4) L = _[0%552 sin rdT

5) M = J'lc(:vln.r)d.?: 6) N = Le cos(ln:z:)d:t:

Solution :

1
1) I = foxezxdm la démarche est la méme

I 2g 1 22 1 11 2p i - f ¢ ll . r g =
I= o T¢ dxza[:ce ]075-[06 dr =|33 Ing —L 3$3;d$: 323 Inz —3[1 z 3ds
o2 lpoat 12 L | 1
O e Y] -
1 I 11°
2 — P
e lnz 3 =323 Inz| -9|23| =9
I:L ﬁdzx—jl z 3 Inwzdr i 1 1
V) INTEGRALE ET SURFACE.
unite d’aire
On note | et J les points tels
- — e |
que :i=0l=etj=0J -
] .
L'unite d’aire, que l'on note o] 21
u.a., est I'aire du rectangle :
dont O, | et J forment trois sommets.
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Proposition1 :

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a ; b] et Cf la courbe representative de f
dans un repére orthonorme (n;f;}‘)

L’'integrale de a a b de f est I'aire, exprimeée en
unités d’aire, du domaine situé entre la courbe

Cf, 'axe des abscisses et les droites d’equation
X=aetx=>hb.

A(L\I) = Ij_f'(.r)dx.uff

Ic"l

b

Remarque : si f une fonction continue et negatif
sur un intervalle [a ; b]

A(&f) :—J.;f{:x)dr ua
a b

Proposition2 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
I'aire, exprimee en unites d’aire, du domaine situe
entre la courbe Cf, 'axe des abscisses et les
droites d’equation : x =a et x = b.

est : A(Af):‘l.:|f(x)‘dr ua
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Exercice10 :

(o;z’; j) repére orthonormé avec“i” =2cm

Soit f définit par : f(x)=1-¢"

Calculer S la surface du domaine limité par : Cf,
I'axe des abscisses et les droites :

x=In2et x=In4

e
Solution :il suffit de calculer : 7= [ | (x)jdx

In4

1= [l o= -

Onsaitque : n2<x<In4 donc: €% <e* <"

Donc: 2<e¢" <4 donce’ >1 parsuite: 1-¢" <0

Donc:

I :J-]z"l—eI kbc = J-lzl;—(_l—ex )dx = J.ll:;(ex —l)dr
I:[ex —x]iz :(e]” —h14)—(em —In2)
I=(4-2In2)-(2-In2)=4-2In2-2+In2=2-In2

Donc: 4=(2-1n2)x2cmx2cm=4(2-n2)c’m

Propriété :Soit f et g deux fonctions continues
sur [a, b] et soit § la surface du domaine limite

par (Cf) ; (Cg) etles droitesx=a:x=hona:

s-],

f(x)—g(x)‘dx Ua




