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Dérivation et étude des fonctions
. Rappels
Exercice1 :

1- Montrer en utilisant la définition que|la fonction
f(x)=x*+x-3est dérivable en a = -2.

2) soit f une fonction déefinie par :

f(x):xl;...le

f(x)z%xz +%“.x4<1

etudier la derivabilite de f en x, =1

3) Soit f la fonction déefinie sur R par :

f(x) =3x>+x;x=<0

f(x) =-2x>+3x;x2>0

etudier la dérivabilité de f en x,=0

Solution :
 f(x)=-f(=2) . Fx-3+41 . xX4x-2 12 i_
Dlim =y T i lim D70 7
( x ()(2) | ’ T2 A2 li[}lf() lf():lh}]4 11 :liIPZ(-"Jrl):E: ()
x+2)(x—1 = x- R =
= lim e YT i x—1=—3= (-2 . ‘
S xr2 e /(=2) Donc f est dérivable 4 gauche en 1

Donc f est dérivable enen -2 et f'(-2)=-3
ona f(1)=+1=1

etona: f;(1)=/(])

Donc f est dérivable en 1 et f’(l)—]

T g
0 Cf(0)S0) e |
~lim === /5(1) 3)lin—— ==l ———=lm-2r+3=3= £(0)

Donc f est dérivable a droite en 1

3 s’appelle le nombre dérive de la fonction f a

droite de O
On dit que f est dérivable a droite en O

lim f(.r)—f(O) =lm 357+

x—0" x—0

x ,
:}§g3x+1:1:fg(0)

x—0" X

1 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a

gauche de O
On dit que f est dérivable a gauche en O

Mais on a : f;(0)= £;(0)

Donc : f n’est pas dérivable en 0.




Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52

Chapitre Dérivation et étude des fonctions (l'essentiel du cours + applications)

Niveaux Bac francais / 1°™ et 2°™ Bac International SM

Exercice 2: soit / une fonction définie par :

f(x):(l—l—x) 1-x"...0<x<1

F(x)=x’—x...x>1

1)déterminer le domaine de définition de f

2)etudier la dérivabilité de f a droite en x, =0 et

donner une interprétation geometrique du résultat

3)étudier la dérivabilité de f a droite et a gauche

en x,=1 et donner une interprétation

géométrique

Indication => cherchez a utiliser I'expression conjuguée pour les limites en un point

Solution :1) xeD, < 1-x"=0et 0<x<1

oux—x=0etxx>1 f() f()

xeD, < -1sxs<lou x>1 Donc : Im———

=t x=0) -l= fd(]

xeD, < x €[04 donc: D, = [0+ N ‘ .
Donc f est dérivable a droite en 0

2) étude de la derivabilité de f a droite de x,=0

Ona: f(0)=1 Interprétation geometrique du résultat
F(#)=£(0) (sxnI—7 -1 wi-@ +4l-2 -1 La courbe de f admet un demi tangent en
0 A(0, 1).de coefficient directeur 1= f;(0)

=1-x" - il =l-x" - al

3)a)étudie de la dérivabilité de f 2 h MR -2
)a)étudie de a. ériva ||§ e f agaucheen fd-il) P sleaifea) Hua
x,=1 Ona: f(1)=0 soit 0<x<I 1 = T E R
2
Fe)=F(1) _ (1= U“)( ) (1“) Et puisque : lim+/x’ —x =0* et 1_im_\-2+,\-=2
-1 x-1 (x- 1,} 2 e = ()11
X X
Alors : lim =+o0 donc: lim———+
Et puisque : l1m\/1 > =0" et lim— (1+r) =4 =1t 3 _x beu < ST
i Donc f n’est pas dérivable a droite en x, =1
~(1+x) x)-f(1 54 o ti sEEtT . ;
Alors © lim ( ) - —oo donc - lim ( ) f( ):_w Interpretation géomeétrigue du.resultat_
Xl fl—xz = x—1 La courbe de f admet un demi tangent en

A(1,0) paralléle a I'axe des ordonnées dirige vers

Donc f n’est pas dérivable a gauche en x, =1 T ikt

Définition
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert de
centre a. On dit que f est dérivable en a si la limite

lim—f(x)_f(a)

x—a x—a

existe et est finie
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Propriété : Soit f une fonction dérivable en a. f
admet une fonction affine tangente en a de la

forme : u(x)=f'(a)(x—a)+f(a)

Propriété : Toute fonction dérivable en a est
continue en a.

ll- fonction dérivée et opérations sur les dérivées
1) Dérivabilité sur un intervalle.

Définition : Soit f une fonction dont 'ensemble
de definition est Df , a et b deux elements de Df
tels que :a < b

1) On dit que f est derivable sur l'ouvert] a, b[ si
elle est derivable en tout point de ]a, b|

2) On dit que f est dérivable sur le semi-ouvert
[a, b[ si elle est derivable sur ]Ja, b[ et dérivable a
droite de a

3) On dit que f est derivable sur le ferme [a, b] si
elle est derivable sur Ja, b[ et dérivable a droite de
a et a gauche de b

2) fonction dérivée
Définition : Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert I. La fonction qui associe a tout

element x son nombre déerive f'(x) s’appelle la
fonction derivee de la fonction f sur I.
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3) fonctions dérivées usuelles (a apprendre par cceur)

La fonction f | Safonction | Intervalles de dérivation
dérivée f'
C 0 R
X 1 R
¥ 2x R
X" nx"1 R
X 1 R**
2x
1 ~1 R**et R
X rd
oS -Sin R
sin oS R
tanx 1+tan’x | |=+kn=+kn[ kel

4) opérations sur les fonctions dérivées

La fonction Sa fonction dérivée
ftg f+4

f-9 [lg+g'f
1 -g'
g ra

f fla-g.f

g g
JF I
2//f

f(ax + b) af’(ax + b)

Exercice 3

Etudier le domaine de dérivation de f et déterminer sa fonction dérivée dans
les cas suivants :

1) f(x)=x"+3x—1 2) f(x)=4sinx
3) f(x)=x"cosx 4) f(x)=+x+x°

1 6
SR - ) ()=
) I(x)=1 8) 7(x) =¥ 4

9) f(x)=(2x+3)
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Solution : 1) f(x)=x'+3x-1 D, =R

fest une fonction polyndme donc dérivable sur R

VxelR f’(,‘c):(xz)r+(3x—l)’ =2x+3
2) f(x)=4sinx D, =R
f (\) = 41.:()() avec u(x) =sinx

Puisque u est dérivable sur R alors f est une
fonction dérivable sur R

VxeR f'(x)= 4(u (.Jr))r =4cosx

4) f(x)=A+x’ D, =R"=[0;+]
f(x)=u(x)+v(x) avec u(x)= Jxet v(x)=x’
Puisque 1 est dérivables sur R’ etv est
dérivables en particulier sur R’ alors f est une

fonction dérivable sur R’

VxeR Zf'(x):(u(x])’ ( (x )) ——+3r

2x
6 |
6) f(x):m Dfﬁ{l;4}

Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, = n{_{_l; l}
4

4x-3
7 X)= - l
) f(x) o i _\m.—{z}
Puisque f est une fonction rationnelle alors il
dérivable sur D, =& —{l}

2

f(x)=u(x)/v(x) avec u(x)=4x-3et
v(.r) =2x—1

On utilise la formule : [E} _uv-uy
v

f’(r):[ﬁj:

2x-1

(4x-3) (2x-1)—(4x-3)(2x-1)
(20-1)
4(2x—1)-2x(4x— 3] 8x—4-8x+6 2

(2x-1)’ (2x-1  (2x-1)°

_4{2x-1)-2x(4x-3)
(2

)=

3) f()c)z,\"l COS X D, =R
f(x)=u(x)xv(x) avec u(x)=x ‘et v(x x)=cosx

Puisque U et v sont dérivables sur R alors f est
une fonction dérivable sur R

On utilise la formule : (mw)' = xv+uxy

f'(-"‘):((x")x(cosx))[=(x“) x(cosx)+(x*)x (cosr)

f'(x)=4x"x(cosx)—x* xsinx =4x> cosx—x* xsinx

5) f(x)=7= Dy =R =]0iser]
Ona: f(x)= z{(lx} avec u(x)=-/x

Puisque # est dérivables sur IR’
Donc f est dérivables surlR’,

On utilise 1a formule - i] -
u s
1

Vxe R If'(,r):f)r\/:

estona: f(y ):i

u(x)
i

8) f(x)=¥-4

Ona: f(x )—\/u(_) avec u(x)=x'-4
u(x)>0 VxEDf—{—Z;fZ}

-{-2:2}

avec u( ) 4x* +3x-1

41 +3x- l 81+3

{41’2 +3x—1)2

4x +3x- 1
D, = ]—oo —2]u[2;+oo[

Etona:
Donc f est dérivables suer

VxeD, —{-2;2}
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9) f(x)=(2x+3) D,=R

f(.\‘):(u(x))s avec u(x)=2x+3

On utilise la formule : (H”) =" xu’

f’(x):((2x+3)5)r =5x(2043) " x(2x+3) =5x2x(2x43)’ =10(2x+3)’

lll- Dérivation de la composition de fonctions

Théoreme : Soient f une fonction définie sur un
intervalle I et g une fonction definie sur un
intervalle J telles que f(I) = J

et a un élement de 1.

1) Si f est derivable en a et g derivable en
b = f(a) alors (gof) est derivable en a et

(gof)(a) = g'(f(a)) > f(a)

2) Si f est derivable sur I et g déerivable sur J
alors (gof) est derivable sur I et pour tout a dans

I'ona:(gof)(a)=g'(f(a)) * f'(a)

Démonstration => écrire (gof)'(a) divisez et multipliez par f(x)-f(a)

Exercice 4

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes
1) f(x)=sin(2x>—1)

2) f(x):cos(x2+2)
3) f(x)=tancos(x)
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IV- Dérivation de la fonction réciproque

Théoréme : Soient f une fonction continue
strictement monotone sur I, et J = f(I) et a un
eléeément de 7

1) Si f est dérivable en v, et f'(1,) # 0 alors
est dérivable en x, = 7 (,)
r 1
t:(f_l)(xu): ———
FF (=)
2) Si f est derivable I et f' ne s’annule pas sur [
alors f 'est dérivable sur J et

Ry _ 1
(vx € J) (.f ) ( ) f'(f_l(x))

Démonstration

On suppose que f est derivable sur I et que
(Vvy e I)(f'(y) #0)
Montrons que f'est dérivable sur /

S ()= (%)

lim = lim —Jo

XXy X=X X=Xy f (V) f‘('l” )

=lim _f(},)_l_,-( Ty (car (vy € D) # 0)
Y—=>¥

=£I.In]0 f(y)—l_}"(_}’ﬂ) (car quand x tend vers x,

— M
anay = i (r) tend ers [ (xﬂ))
1 1

B I'(¥s) fr(f_l(xn ))

Exercice 5

soit f une fonction définie sur

f(*r} ECUSY 1_ O=<x=7

I=|-m x| par: sin x

xlx+1
Fo="

—a=<x=<0
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1)monter que f est dérivable en x, =0

et donner I'equation de la tangente a la courbe de
J enx, =0

2)a)étudier la dérivabilité de f en x,=-1
b)donner les equations des demies tangentes a a
la courbe de f enen x, =—1

. sinrk . cosx—1
lim =1 lm— =10 lim
— I i) r r—+

1—cosz 1

b2 |

Solution : 1)étude de la dérivabilité de f a droite
en x,=0

]ij: hsz: 1'1m—21_cosx>< -1
=07 x—0 0" ¥sinx 0" 22 sin
X
—f(0
limw=—2x§x1=—1=‘f;(o)
x—0" x—

Donc f est dérivable a droite enx, =0et f;(0)=-1

La courbe de f admet une tangent en O(0, 0).de

o S(3)=/(0)

=07 x—0

|x+1|  lim x+1

=0 xy—1
Donc f est dérivable a gauche enx, =0 et

£ (0)=-1
Et puisque : £;(0)=/;(0)
Donc f est dérivable a enx; =0 et '(0)=-1

= lim
=0 x—1

Interprétation géométrique du résultat :

o i M

1
P ¥+ 1 =1y — 2

Donc f est dérivable a droite enx, =-let f;(-1)=

A o I S O
xl—]}—T} x+l _;-hj}*x—l T2 _fg(_l)

Donc f est dérivable a gauche enx, =-1et

2 | —

fg'(—l]:—l7 mais ona: f;(-1)#f!(-])

&

I'équation de la demie tangente & gauche a la
courbede f enen x,=-1 est:

y=f(-1)+fo(-1)(x+1) avec x<-1

g

_1':0—£(x+1)<:>(f ):y:—lx—l avec x<-1
2 2 2

=-1=£,(0

) Coefficient directeur f(0)=-1
[équation de la tangente a la courbe de f en
X, =0 est:y=f(x)+f (%) (x-x)
y=_f'(0)+j"(0)(x—0)
y=0-1(x—0)<:>(T):y=—x

Donc f n’est pas dérivable en x,=-1

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe admet un point anguleux en A(-1, 0).

b) 'équation de la demie tangente a droite a la
courbe de f enen x,=-1est:

y=f(-1)+f; (-1)(x+1) avec x>-1
1
_1,,-:0+;(x+1)c> avec y=>-1

, | 1
(Td):_vzax—l—g




