Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52

Chapitre Les équations différentielles (I'essentiel du cours + applications)

Niveaux Bac frangais / Bac International

Equations différentielles

I- Rappels et définitions

Définition :
Une équation diftérentielle est une équation ayant pour inconnue une ou
plusieurs fonctions ; elle se présente sous la forme d'une relation entre ces
fonctions inconnues et leurs dérivées successives.
L'ordre d'une équation diftérentielle correspond au degré maximal de
dérivation auquel l'une des fonctions inconnues a été soumise.

Exemples:
1) L’équation différentielle : y'=¢’* a pour solution
les fonctions primitives de la fonction :

5 . |
x —>e " quisont : x—>5e2x +c

2) y'+5y =0 :est une équation différentielle de

1er ordre sans second membre.
(Sans second membre car a droite = 0)
3) y'-8y=2x-1 est une equation différentielle de

1er ordre avec second membre.
4) y"- 3y"'+ 5y = ¢** : est une équation

differentielle de 2éme ordre avec second membre.

lI- y'=ay (aestunréel)
(Vx € R)(y'(x) = ay(x) <= (Vx € R) (y'(x)/y(x)= a)
= (Vx € R)(I n|y(x)| = ax + ¢)
= (V x € R)(|y(x)| = exp(ax+c)
= (Vx € R)(y(x) =t exp(ax+c)ouc € R
= (Vx € R)(y(x) =Aexp(ax)oul € R
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Propriété : Soit a un réel non nul.
(E) y'= ay une equation différentielle définie sur R
La solution génerale de I'equation difféerentielle (E)

est 'ensemble des fonctions : x — y(x) = Ae*
Ou A est un réel.

Exemple : Résoudre les equations differentielles
suivantes :1) (E1): y=3y 2)(E2):y'-y =0

2Y(E2). y=y=0 <= (E2). y=1y

Solution :1) La solution générale de I'équation
) La solulion generale éq at La solution générale de |'équation différentielle

différentielle (1) est I'ensemble des fonctions
(E2): est'ensemble des fonctions : x — y(x)= de"

o it 4 i
x—=y(x)=/4e” ou A estunréel oiti B et i kel

lll- y'=ay+b (a€R+etb€eR.)
Soient a un réel non nul, b un réel quelconque,
Considerons I'équation difféerentielle :
(E)y=ay+b
(E) = (vx € R)(Y'(x) = a (y(x) +2)
= (vx € R) (y() +E) =a(y()+2)
<= (Vx € R)(z'(x) = az(x)) ouz(x) = y(x) +§
= (VxeR) (y(x) +2 = le™)
& (VxeR) (y(x) = Ae?* — E)

Propriété :Soit a un réel non nul et b un réel
(E) y'= ay + b une equation differentielle
definie sur R .La solution génerale de I'equation
differentielle (E) est 'ensemble des fonctions :

x— y(x)=Ae" _b ou Aest un reel.
a

Remarque :Le reel A dans la solution générale de
'equation differentielle (E) peut-étre détermine par
les conditions initiales
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Exemple1 : Résoudre I'équations differentielle

suivante : (E£):2y'-4y-3=0

4y+3

Vv =

; 3
&Y' =2y+=
2

onadonc; a=2 et b:%
La solution générale de I'équation différentielle
(E): estl'ensemble des fonctions :

Solution: (E):2y'-4y-3=0=2y'=4y+3

" 3 .
x> Ae* =i ol A est un réel.

Exemple2 :soit I'équations differentielle
suivante : (E):Ely’+3y—1 =)

1)Résoudre 'equation differentielle (E)
2) Déterminer la solution f de (E)

Telle que f'(0)=-2.

2) f(x)=2¢"*+3 Onva calculer: f'(x)

Solution :1)(E):~y/+3y-1=0& y' =6y +2 ,
2 f(x)=(2e+3) =62
Donc: a=-6et h=2 1
’ 0 N
La solution générale de I'équation différentielle  /'(0)=—2 < 64’ =2 A==

E): estl'ensemble des fonctions :
() Donc: f{_r):%e‘d’+3 c’est la solution de (F) qui
x5 2™ +3 Ouaestunréel . C

vérifie la condition initiale

IV- ay"+by'+cy=0
a un réel non nul et b et c sont des reels
guelconques
ar* +br+c=0
cette équation s'appelle I'équation caractéristiques de 1'équation
diftérentielle
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L'équation ay" + by’ + cy = 0 est dite a coefficients
constants car a, b et c sont des réels donneés.
On Supposera a #0

(sinon, I'équation est du premier ordre).
Linéarité

L'équation ay" + by' + cy = 0 possede la proprietée
suivante : Si y1 et y2 sont deux fonctions solutions
de I'equation : ay" + by' + cy = 0, alors, pour tous
nombres A et B, la fonction Ay1 + By2 est aussi
une solution.

Résolution
Par analogie avec une équation du premier ordre, on cherche une
solution de la forme :

y(x)=e”
r est un nombre complexe

V(x)=re™ y"(x)=r2e"

ar?e” +bre” +ce” =0

ar’ +br+c=0

La résolution de cette I'equation permet donc de

trouver des solutions (a priori a valeurs

complexes). De plus, lorsque I'on connait deux

solutions y1 et y2 de I'equation ay" + by' + cy =0,

on en connait une famille car toutes les

Fonctions Ay1 + By2

Avec A et B complexes, sont aussi solutions.

Théoreme : Soit I'équation différentielle ;|
(E) ay" + by"+ cy =0

Et soit (E1): ar? + br + ¢ = 0 son équation
Caracteristique.
A = b?- 4ac le discriminant de (E1)
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1) Si A > 0 I'equation (E1) a deux racines : r, et
réelles et distinctes et les solutions de I'equation

(E) sont les fonctions : y(x) = Ae"" + Be

ou A et B réels
2) Si A <0 I'équation (E1) a deux racines z, et z,

complexes conjugués et si : z, = p+qi alors les
solutions de I'equation (E) sont les fonctions

v(x) = e (Acos gx+ Bsingx)ou A et B réels

3) Si A = 0 I'équation (E1) admet une racine
double r et les solutions de (E) sont les fonctions:

y(x) =(4x+B)e" Ou A et B sont des réels.

Exemple1 :1) Résoudre I'equations differentielle

suivante : (E):y" -7y +12y=0
2) Déterminer la solution /' de (E)

Telle que 1 (0)=0et 7'(0)=1

Solution :1) I'équation Caractéristique de(E )est :
2) }‘(x) = ae™ + pe**
(E1): r*=Tr+12=0 ’
j"(x) = (ae“ + ,6’63"') = 4ae™ + 38

f(O)—OQ{oHﬂ—o @{ﬁ—a Q{ﬁ—l
7'(0)=1 da+3F=1 4a-3a =1 a=1

Donc: f(x)=¢" —¢™ cestla solution de (E) qui

Ona: A=1 doncI'équation (E1) a deux racines :
r, et r,réelles et distinctes : r;, =3 et 1, =4 {
Donc les solutions de I'équation (E) sont les

. S 4x T "
fonctions )/(.x) S +ﬁe ou « et B reels vérifie les conditions initiales
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suivante : (E):y"-2y'+y=0

Telle que / (0)=0et /'(0)=1

Exemple2 :1) Résoudre I'équations differentielle

2) Determiner la solution f de (E)

Solution :1) 'équation Caractéristique de(E est :

(E1): r* =2r+1=0
Ona: A=0 donc 'équation (E1) admet une racine

double 7 =;—b=1
0

Donc les solutions de I'équation (E) sont les

fonctions : y(x)=(ax+B)e ol a et g réels

2) f(x):(crx+ﬁ)ex
f’(.\'):({anw.,[5’)@3()r :((ax+ﬂ))rex+(ax+ﬁ){e‘)’
f'(x)=(ax+a+p)e

[7(0)=0 _[p=0 =0
o= lansa™las
Done: f(x)=(Ix+0)e" done: f(x)=xe"

C'est |a solution de (E) qui vérifie les conditions
initiales.

Exercice : Résoudre les equations differentielles

suivantes :

Vy'=Ty-5 avec y(0) =—6

2)y"—15y'+ 56y =0 avec: y'(0)=9 ;: y(0)=-3

3Hy"+14y'+ 49y =0 avec: y'(0) =6 ; y(0)=-3
5

4) y"+ y'+5y =0 avec:y'(0)=6; y0)=—4

Solutions : 1) y' =7y -5 Donc les solutions de
I'équation (E) sont les fonctions :

ﬁ
y(z) = Ae’® +? (AeR)

5 47
0na:y(0)zi+?:—6 done : ,1:_7

conditions initiales est :

Donc : |a solution de I'équation qui verifie les

_ﬂe?m_l_S

y(z) = > >
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2)y"- 15"+ 56y = 0 avec: y'(0) =9 ; y(0)=-3
)y y'+ 56y avec y() y() {y{ﬂ)=a’+ﬁ {y((])="-3

I'équation Caractéristique de I'équation est : y'(0)=7a+88 " |y'(0)=9
2 i

r®—15y+56=0donc: r =7 et , =8 [et+B=-3 L

Donc : 700 +88 =9 donc: f=30; a=-33
] e T 8z . 5

Done: y(z) = ae™ + e oU a et i reels Donc : la solution de I'équation qui vérifie les

Donc : '(z) = Tae'® + 865 conditions initiales est |y(z) = —33¢* + 30>

3)y"+14y'+ 49y =0 avec: y'(0) =6 ; y(0)=-3 4(0) = -3 4(0) = B N B=-3

Iéquation Caractéristique de I'équation est : y'0)=6  |y'(0)=a-78 |a-78=6

r* +14y+49 =0 donc: r=—7 Donc: a=-15: f=-3

Les solutions : [(a; f)e Rz) y(z) = (az + ﬁ)e_” Donc : la solution de I'équation qui vérifie les

conditions initiales est|  y(z) = (~15z —3)¢ 7*

y'(z) = R ?(af:v + ﬁ) g

" IE = : =0 =
4)y+y+2y_()avec.y(0)—6,y(o)_ 4 ou « et g reels

I'équation Caractéristique de I'équation est :

r? +y+§ =0 on trouve : 2 :f%f%i e‘[E:f%+%z y(x) :_le_fm [3003(%33}+153in{_$n
= 3 -1 3 3

Done : ((o(;ﬁ)ERE) ylz)=¢ zm{ams{%m]-&-ﬂsin(;xn +§B 2 [—ﬂ’sin[éﬁ]%—ﬁcos[gﬂ?JJ

y(0) = ~4©

¥'(0)=6

{y(ﬂ)—a {a—~4
T L e Py [ IS P
y'(0) = 2a+2ﬂ a+2ﬂ 6

Donc: o =—4 ; ,B:%
Donc : |la solution de I'équation qui vérifie les

conditions initiales est

o= * [ amsBe) Ban(2e])




