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Probabilite

* Expérience aléatoire = expérience dont l'issue est incertain

e Univers Q =ensemble de toutes les issues possibles d'une expérience
aléatoire

e Cardinal d'un ensemble = son nombre d'éléments

e Evénement = issue possible d'une expérience

* Evénement élémentaire = événement contenant un seul élément

* Evénements incompatibles = n'ont rien en commun et ne peuvent se réaliser

AnD=4¢

simultanément

. . s e \ .

* Evénements indépendants = la réalisation de I'un n'influence pas celle de
I'autre

II — Probabilité d’un événement

1 —=Définition

Soit E une epreuve aléatoire. L'ensemble des éventualités est

Q={0,,0,, ..., ©,}.

- A chaque evenement élémentaire {®;} est associe un nombre réel,
élément de [0;1] appelé probabilité de 'événement elementaire
tel que : p({o;}) + p({e}) + ...+ p({o,}) =1

- La probabilité de tout évenement A est la somme des probabilités

des évenements elémentaires qui le composent.

- p(Q2) = 1.

-SiA=¢ alorsp(A)=0

2-L'hypothése d'équiprobabilité

Lorsque les événements élémentaires d’une expérience ont la méme
Probabilite, on dit qu’il y a equiprobabilite.

Les situations d’équiprobabilité sont généralement suggérees par des
expressions comme:  "On tire au hasard”, "boules indiscernables au
toucher”, "de bien équilibre”, "de non pipe” ...

propriété
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Soit p une probabilité sur un univers Q

Dans Uhypothese d'équiprobabilité, le nombre total d'éventualités etant
n, si un événement A est constitué de m éventualités alors sa
probabilité est : p(A) = %

Card(A)  card(A) le nombre de cas favorables
Card(Q) card(Q) le nombre de cas possibles

pP(A) =

3 —Propriétés des probabilités

Parties de € |Vocabulaire des evénements Proprite
A A quelcongue 0<p(A)s!
0 Evenement impossible p(2)=0
E Evenement certain p(E): L
AnB=0  |AetBsontincompatibles p(AUB)zp(A)+p(B)
A A est [événement contraire de A~ [p(A)= 1-p(A)
AB |AetBquelconques p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)

Application 1

Un examen oral de mathématique comporte 5 questions en géomeétrie, 4 questions
en algébre et 3 questions en analyse.
1)L’étudiant tire simultanément 3 questions d’un sac contenant les 12 questions.

Calculer la probabilité des événements suivants:
A « les trois questions sont en géométrie »
B « une seule question pour chague matiére »
C « au moins une question en géométrie »

2)L’étudiant tire les 3 questions |'une aprés |'autre sans remise
Calculer la probabilité des événements A, B et C.

3)l’eétudiant tire les 3 questions I'une aprés |’autre avec remise
Calculer la probabilite des événements A, B et C.

Solution:
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y SIECOHIEHS - 4 algebre: 3 analyse

Card(Q2)=Cj, =220 calculatrice _

Card(A)=C2=10 Donc pay=Sadid) g

1 Fih |
card(Q) 220 22 o A)=op

2

]

Cal’d(B)zC%xCixCé:ﬁO Donc pm):%:i%:% d’ol p[B):%
Premisre méthode

Card(C) = CixC2+ CixCL + C2=185 Donc p(C) =%§=%§:% d'ois p(C) =37
Deuxieme méethode

C « au moins une question en g€ometrie » |’€vénement contraire de C est :

C « aucune question en géomeétrie » ¢ est-a-dire C«les3 questions en algébre ou en analyse =
card(C) 35 _ 1
card(Q) 220 44

On sait que p(C)=1-p(C) donc p(C)=1- 4'{4 d'oti  d'ou p(C)=§

Card(C)=(C3=35 donc p(C)=

2) L’étudiant tire les 3 questions I’une aprés I'autre sans remise
Tirage successif de 3 boules sans remise parmi 12

Card(Q)= A, =1320 calculatrice 12 npr3=1320

card(A) g0 _ 1 4 - e L
card(Q) — 1320 22 d°U P(A)=35

S 1 Iy o ny_ Card(B) 350 _ 3 A
Card(B)=5'(A 5> A > A3)=360 Donc pLB)_i‘_m_d(Q)_—lsgo_ll d’ou p{B)_“

Card(A)= A2=60 Donc p(A)=

Premiere methode
C « au moins une question en géometrie » |'&v€nement contraire de C est :
C = aucune guestion en géométrie -

= 3 = _card(C) _ 210 _ 7
Card(C)= A-=210 donc p(c)fciard(ﬂafiszofm

On sait que p(C) =1—p(C) donc p(C)= 3 d’ou d’ou p(C) = 3—4:;

: aa
Deuxieme méethode
Card(©)=3(ALx AD+3(AIx A+ Ad=1110

_card(C) _1110_ 37 o _ o7
Donc p(O) =) — 1320 24 d'ou p(C) =73

3) L'étudiant tire les 3 questions I’une aprés |’ autre avec remise
Tirage successif de 3 boules avec remise panui 12

Card(Q) =123 = 1728

~53 _125 Ay CArd(A) _ 125 0 oy = 125
Card(A)=5" =125 Donc p(A) card(Q) ~ 1738 d’ou p(A) 1758
)=F¢ ‘;l' ! ‘l = :7card{u): 360 :;li 'oU =-§~
Card(B)=6(5 x4 x3")=360 Donc p(B) card(Q) 1728~ 24 d'ou p(B) 34
Premiere méthode
C_« au moins une guestion en géométrie » I"événement contraire de C est :
C « aucune question en géométrie » N
C)=72 =343 ¢y card€) _ 343
Card(C)=7" =343 donc p(C) card(Q) ~ 1728
: N —1—n(C w_1_.343 e ] y_ 1385
Onsaitque p(C)=1-p(C) donc p(C)=1 1738 d'ot dou p{C)—l?28
Deuxieme méthode
=:a]§1 2 3 q: 1 3= = :cal‘dtf,'):[}h'j T :1385
Card(C)=3(5 x77)+3(5" x7°) +5° =1385 Donc p(C) card(©Q) - 1728 d’ou p(C) 1728

III - Probabilité conditionnelle
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La probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé est le nombre

Pa(B) = PLOD)

A et B deux evénements de probabilite non nulle.
A et B sont indépendants si et seulement si p(A~ B) = p(A) x p(B)

Application 2

une urne U contient neuf jetons indiscernables au toucher:
e Trois jetons blancs numerotes 2 ; 2 ; 1.

¢ Deux jetons jaunes numeérotes 1 ; 1.

¢ Quatre jetons noirs numerotées 1 ;1 ;1 ; 2.

On tire au hasard et simultanément trois jetons de urne.
On considere les deux événements suivants :

A « Les trois jetons tirés ont le méme numéro »
B « Les trois jetons tirés de couleurs difféerents deux a deux »

1. Calculer p(A) et p(B) probabilité des événements A et B .

1

Montrer que : N B)Y=——.
p(AMNB)=_—

Est-ce que les évenements A et B sont indépendants 2

4. Donner la probabilité de I’événement C« Les jetons tirés ont le méme numeéro
sachant que les trois jetons tirés de couleurs difféerents deux a deux »

Solution:
Trois BR2590 - Deux J:1:1 GG S NI
1)
Tirage simultané de 3 jetons parmi © sl 33
Card(g) = (_-f)‘ g4
Sl AN — a3 — S _ecard(A) 21 1 W i
Card(A)=Cg+53=21 Donc p(A)= card(C)) 84— 4 d'ou plA)= i
. i il X o - card(B) 24 2 i . 2
Card(B) = C3=C>>xC, =24 Donc p(B)zcm-d(Q)zsif:? d on p(B)==2
2)Ona
. 1 1 Sl _cardiA~B) ¢ 1 i b
CRISIA TR =0 a <=0 BIACBI = "0 hvsy e 1a  PATRI=G4
3)Ona
S, B ’ 2 b
piA—B) 14 ct plA)=p(B) S X =14

D'oll p(A~B)=p(A)=<p(B) d ot A et B sont indépendants

4) C « Les trois jetons tirés ont le méme muméro sachant que les jetons rirés sont de conlenrs différants deux a
demy

(AB)
P(C)=Pp(A) donc P(C):PB(A}=FP+];)=_ P(C) = 1/4



Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52

Chapitre Probabilité (I'essentiel du cours + applications)

Niveaux Bac francais / Bac International

Arbres des probabilités
Pe (F) F
P(E) v E <
<
E

IV — Variables aléatoires
1) Exemple introductif

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher.

On tire simultanément 2 boules. On percoit un Dirham par boule rouge tirée.

Quels sont les gains possibles ? Avec quelles probabilités ?

On peut tirer 0. 1 ou 2 boules rouges. et donc gagner 0. 1 ou 2 Dirhams.

Designons par X la somme percue. La probabiliteé que X soit €gal a 0 est note p(X=0) :
elle est €gale a la probabilit¢ de 1'événement « tirer 0 boule rouge et 2 boules blanches» :

0. .2

xC
px=0)=5 4.6 _2

c: 27

La probabilité que X soit égal a | est noté p(X=1) ; elle est égale a la probabilité de
I’évenement « tirer 1 boule rouge et 1 boules blanches » ;

cixe, 12 4
X=]=— =
i & 2 1

La probabilité que X soit égal a 2 est noté p(X=2) ; elle est ¢gale a la probabilité de
I’événement « tirer 2 boules rouges et 0 boule blanche » ;

&xe; 3 1

g @7
Ces résultats peuvent se présenter dans un tableau, la premiére ligne indiquant les

valeurs possibles x de X.

p(X=2)=

2

[a—

x (0]

p(X = X)

2 2 L
7 7 7

Ce tableau définit la loi de probabilité de X.
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2) Variable aléatoire - Loi de probabilité

a) Définition 1 :

On appelle variable aléatoire X réelle toute application de Q dans R,

qui a chaque élément de Q fait correspondre un nombre réel.

Notons X(Q) I"'ensemble des valeurs possibles de X. X(Q)={ x; : X2 :...... T Xl

Il est commode de présenter cette loi de probabilité sous forme d'un tableau

X x| K3 Xen

PEK =) I o~ S [~ Pa

Clonseil : Lorsgu’on calcul une loi de probabilitée d’une vanable aleatoire. 1l est

i
indispensable de vérifier que: > p; =1 .
i=1

3 - Espérance mathématique

Soit une variable aléatoire X prenant les valeurs x;: x,; .......; X, avec les probabilités
Py Py: -....... P, - On appelle espérance mathématique de X le nombre réel positif note E(X) et
i=mn
fini par = E(X) = > pixi
défini par: E(X) =p1x] +p2X2 +...+ PnXn 5 iXi

C’est aussi la moyenne de la variable aléatoire pour un grand nombre de valeurs X

Pour I'exemple introductif on a E(X) = Oxp(X=0) + I xp(X=1)+ 2xp(X=2) =

~|

4 - Variance - Ecart type

Soit une variable aléatoire X prenant les valeurs x;: %,: .......: X avec les probabulités
Py Py oot Dy - Onappelle variance de X le nombre réel positif noté V(X) et défini par:
2 2 2
V(X)=p1(x1 —EX))” +p2(x2 —~E(X))" +... + pn(xn - E(X))
i=n 5
V(X)= X pi(xi —E(X))
i=1

V(X)=pixi® +paxs” 4. 4 puxa’ — (B(X))? VOO = = i (x4)% — x>

Démonstration => développer le carré + utiliser la formule de I'espérance
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Pour tout variable aléatoire X . On appelle écart-type de X le nombre réel positif

L'écart-type est une mesure statistique qui indique la

G(X) — IV(X) dispersion des valeurs d'un ensemble de données
autour de sa moyenne. Plus l'écart est petit, plus les

valeurs sont regroupées autour de la moyenne.

Application 3 (simultanément => combinaison)

Une urne contient 5 boules blanches et 3 boules noires indiscernables
au toucher. On tire simultanément de 1’urne 3 boules et [’on considere
la variable aléatoire X definie par « nombre de boules noires parmi les
boules tirees ».

a) Quelles sont les valeurs prises par X?

b) Déterminer la lo1 de probabilité de X.

¢) Calculer I’espeérance mathématique, la variance et 1’eécart-type de X.

Solution:

a) X&fo:1:2:3}

3
= x
P(X:O):P,:% 10 ;P(X=1)=P,= ﬁ 3‘0-
P 56 c: 56
5L cVe? 1
p(x=2)=pj=L3‘— S . px 3)_;:_,_L13=__
c 56 = 56
b) Loi de probabilité
X 8] I 2 3 Tortal
10 30 15 T
P(X=x) 56 56 56 56 1
c) L'Espérarnce mathémartigue E(x) = i Fxi=8Hx +FBxs + ... = ST S
i—1
E(_t)=0x10+1x30+2x15 3Ix . =63=9,
36 36 36 56 356 8

La variance est V(X)) —LP(\-, — E(,t))“

VIX)=Hf ((1————) +P-,[A~.-—--] ...... +Rl(_z4~—gj_ =

voo=i2(o-3) 2(s-2) +5(e2) o2 -1

e et
3584
L' Ecart tvpe ext o{ X )= \.V(X) s o(X)=+/0.5 =0.20.
[ ] [ ] [ ]
V - Loi binomiale

C’est une variable aléatoire spéciale qui ...

=05

1- L'expérience est répétée un certain nombre de fots (n)
lexpérience n’a que deux issues possibles donc l'univers se réduit a deux événement
(Succes / échec)

3- on s'tntéresse au nombre de fois que le succes (ou l'échec) se réalise durant les (n)
répétitions de l'expérience
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Soit p la probabilité d’un événement 4 dans une expérience aléatoire

On répéte cette épreuve n fois de suite
La variable aleatoire X' qui lie chaque résultat au nombre de fois que cet événement se realise
s’appelle une variable aléatoire binomiale de paramétres 7 et p

Etona: Vk e{ﬂ:l;Z;S;..‘;n} ; pX =k)=CF xp* x(1—py™*
Et EQX)=nxp
Et v(X)=nxpx(1-p)

Application 4

1) On lance une fois un dé cubique équilibré et on considére I’événement suivant:

A « On obtient un diviseur de 3 » calculer p(A)

2) On répete cette epreuve quatre fois de suite. Soit X la variable aléatoire qui est
égale au nombre de fois la réalisation de ’événement A

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer I’espérance mathématique et la variance de X

Solution:

1)Les diviseurs de 3 sont 1 et 3

1
donc P(A)=—

3
2) X est une variable aléatoire binomiale de paramétre 4 et p(A).
p(X =k) = o (@A) (1 —p(A)*™* ke{0:1:2:3:4}
k 0 1 2 3 4 Total
P(X = k) 16 32 24 8 1 1
81 81 81 81 81

E(X)=4xp(A) et V(X)=4xp(A)(1-p(A))

4 8
E(X):E et E(X):a

Application 5

Un mdustriel fabrique des tablettes de chocolat. Pour promouvoir la vente de ces tablette, 1l décide d’offiir des
places de cinéma dans la moitié des tablettes mises en vente. Parmi les tablettes gagnantes. 60% permettent de
gagner exactement une place de cinéma et 40% exactement deux places de cinéma.

On note P3(4) la probabilité conditionnelle de I'événement 4 sachant que I'événement B est réalisé.
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1. Un client achéte une tablette de chocolat. On considére les événements suivants :
G = "le client achéte une tablette gagnante"
U ="le client gagne exactement une place de cinéma"
D ="le client gagne exactement deux places de cinéma"
a) Donner P(G). Ps(U) et Pg(D)
b) Montrer que la probabilité de gagner exactement une place de cinéma est égale a 0.3.
¢) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de places de cinéma gagnées par le client.
Déternuner la lo1 de probabilité de X

Calculer l'espérance mathématique de X

2. Un autre client achéte deux jours de suite une tablette de chocolat.
a) Déterminer la probabilité qu'il ne gagne aucune place de cinéma.
b) Déterminer la probabilité qu'il gagne au moins une place de cinéma.

¢) Montrer que la probabilité qu'il gagne exactement deux places de cinéma est égale a 0.29.

Solution:

1. a) L'arbre ci-contre décrit les différentes situations possibles.

Soit la tablette est gagnante. soit elle ne I'est pas.

S1 elle est gagnante, elle contient soit une, soit deux place(s)
de cinéma.
On a immédiatement ;

P(G) = 0.6 0.4

hJ||—

pG( [J‘) = 0.6
Po(D)= 04

U D
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b) L'événement "gagner exactement une place de cinéma" est G n UL
D'aprés les formules de cours (ou a I'aide de l'arbre). on a :
PGNnU)=PUnN G)=Ps(U) P(G)=0.6 x0.5=0.3
¢) Calculons la probabilité de gagner respectivement 0. 1 et 2 place(s) de cinéma.
PX=0)=P(G)=0.5
PX=1)=P(Gn1)=03

P(X=2)=P(GnD)=Pg(D) H(G)=0.4x0.5=0.2 ¥ 0 ! 2 | Toul
On résume la loi de probabilité de .Y dans le tableau suivant : ey | % |G | 82 !

L'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X est donnée par la formule :

EX) = px=05x0+03x1+02x2=07
i

2. Notons ¥ la variable aléatoire correspondant au nombre de tablettes gagnées par ce client.
Les différentes valeurs possibles de Y'sont : O ou 1 ou 2 ou 3 ou 4.

L'arbre ci-dessous illustre toutes les situations possibles :

(On a noté Z I'événement "la tablette rapporte zéro place de cinéma". En fait. Z= G )

0.5 0.3 02

Tablette 1
0.5 02 0.5 02 0.5 0.2
Tablette 2 7 D 7 D 7 D
Valeursde ¥ 0 1 2 1 2 3 2 3 4
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a) Probabilité qu'il ne gagne aucune place de cinéma : P(Y'=0)= 0.5 x 0.5 =0.25 (Chemin Z-Z sur ['arbre)
b) L'événement "il gagne au moins une place de cinéma" est le contraire de I'événement "il ne gagne
aucune place de ciméma" : A(Y 2 1)=1-p(F=0)=1-0.25=0.75.
¢) Probabilité qu'il gagne exactement deux places de cinéma :
P(Y=2)=05%x02+03x%03+02x05=029
(Chemuns D-Z ou U-U ou Z-D)

Application 6

Un grossiste en appareils ménagers est approvisionné par trois marques, notées respectivement M;. Ms et M;.
La moiti¢ des appareils de son stock provient de M, un huitieme de M, et trois huitiemes de M.

Ce grossiste sait que dans son stock, 13% des appareils de la marque M, sont rouge. que 5% des appareils de la
marque M, sont rouges et que 10% des appareils de la marque M; le sont aussi.

On choisit au hasard un appareil emballé dans le stock de ce grossiste : (on donnera les résultats sous forme de fractions)

1. Quelle est la probabilité qu'il vienne de M; ?

2. Quelle est la probabilité qu'il soit rouge sachant qu'il vienne de M, ?

3. Quelle est la probabilité que 'appareil choisi ne soit pas de couleur rouge ?

4. Aprés examen, on s'apercoit que l'appareil choisi est rouge.

Quelle est 1a probabilite qu'il soit de la marque M; ?

Solution

Notons ;
R I'événement "l'appareil choisi est rouge" et M; = "l'appareil choisi provient de la marque M;". 1 =i = 3.

Arbre illustrant la situation :

=] RFSY

b] =

M 1 .-M_? .:M}

1 o El 5 1o %
100 100 100 100 100 100
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1

1) La probabilité que l'appareil vienne de M est P(M;) = g (On a de méme P(M;)= — et P(M,) = 3 )

I~J|r—-—-

2) La probabilité que 1'appareil soit rouge sachant qu'il vienne de M, est ;

B i)y =Y

100" 20
13 10 1
On a de méme : By(R) =— et By (R)=7—7=——
n a de méme 3, (R) 00 © i, (R) 100 10

3) Comme les événements M;. M, et M; constituent une partition de 1umivers. on a. d'aprés le théoréme des
probabilités totales :

= = e - 7 5 37
P(R)= B, (R)p(M) + Py, (R) POM) + By, (R) POM) = RIS ) xé .

100 100 100 8 800

(B8]

4) 1l s'agit de calculer Pr(M;) :

paity = PALOR) B RPOL) 1371004172 _ 52

P(R) 1- P(R) 87/800

o]



