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Fonction exponentielle

) LAFONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE
1) Définition et propriétés

La fonction In est continue strictement croissante

sur |0, +=<[ et In(]0, +=[) =] limInx; lim/nx[= R
x—0t ¥

Propriete et définition :

La fonction In admet une fonction reciproque
definie de] — =, +=[ vers ]0, +=[ appelée fonction
Exponentielle nepérienne notée : exp

Propriétés :

1) (Vx € R)(In(exp(x)) = x)
2) (Vx € R++)(exp(In(x)) = x
3) (Vx € R+x)(Vy € R)(In(x) =y & x = exp(y))
4)exp(0)=1;exp(1)=e

Proprieté : (monotonie) :La fonction exp est
continue strictement croissante sur R.

Résultat :
1) (Vx € R)(Vy € R)(exp(x) = exp(y
2) (Vx € R)(Vy € R)(exp(x) < exp(y) = x<y)

Exemple : Resoudre les equations
et inéquations suivantes dans R :

x+5
I)lezaq;m(;Jr ﬂ]z&ﬁp(%} 2)exp(2x+1) «_i'exp[EJ

Wi oy o x
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Solution :1) In(x-2)=0

a)cette équation est définie ssi: 2x+3=0 et

3
x—1=0donc: i et xz1donc: D, =R

b) Résoudre I'équation :

=

1

x+5 1 x+5
exp = exp o =
2x+3 x—1 2x+3 x—1

() (x=1)=2x+3 > 2x—8=0

A=D—dac=2"—4x(-8)x1=4+32=36>0

Donc : §={-4;2}
6
2)exp(2x+ l)éexp(—]
x

a)cette inéquation est définie ssi . x=0 donc :
D, =R’

2)exp(2x+l)£exp(bj eaxr1<?
x X

2 -
2x*+x 6<

<0
X
x —00 =28 0 3/2 +o
2r4r—6| — + | + —
x - — +
glx) + ) - || 5 —

2) I’écriture : &
exp(x)=e"

Propriété algébrique :

et =e* xe’ 2) e

xX

6) EIH(EI) = x‘) (VxeR)
7) (Vy>=0)(VxeR)(e

9) (Vy=0)(vxreR) (e

8) (Vv>0)(VxeR) (e e*‘%

Pour tout xet ydans Ron a:

x

4ye™ = (g‘)r (reQ) 5) (ehx :x) (Vx> 0)

:y)<:>(x:]ny)

> e

S (x=y
S(x2y

Exemples : Résoudre les équations et

Inequations suivantes dans R

1) ¢ xe" =e )) —=e

Solution :1) ¢ xe* =e = e

2x+1—x L
;s =€

e = o x+l=1< x=0donc: §={0}

2-x
g 2= 1+2 =
2) ot o2 1=2x) _ xm

1+2
e %

<:>(2—x)—(l+2x]=x—l<::> “4x=-2=x=

b | —

Donc: § = .Il}

|2
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Propriéete : (limites usuelles)

1) lim €* =+

X400
e’
X—+00 ”_'r

9) lim xe* =0~

X——m

2) lime* =0

3) im — =+ 4)

6) lim x"e* =0

X—»—a0

X

-
lim =— =+

Tt r"

X—p—a0

7) lim =) avec : ne N’
x—0 b
Exemple : Déterminer les limites suivantes :
X
: : 5 _—a—x
1) lim — 2) llm x’e
=2 x" +3x+4 X——0
Esinx — x+l i
3) lim 4) lim
x—0 X x—0 X
Solution:1)__ ¢ __ ¢ ¢ 31 4
X +3x+4 .x2(1+é+i] PN,
XX X ox
Etona: Him S =4e0 et hmi++2 g
A—+0 X+ 2 x
Donc : lim z—t = +00
=40 x" +3x+4
3) ona el Si]_n_l e MR
f el x =0 sIn.X X
» 5 sinx g
2) xllﬂ Fe ¥ on pose : {=+-x Car: ygesml =1 (on pose : r=sinx)et lim=—==1
donc xr->—-on&t—+0 4)On pose : f(x)=e"" donc: f(0)=e""=¢' =¢
{10 Et: f/(x)=(x+1) € =1 ="' et f'(0)=e
lim x’e™ = lim—£%" = lim—— =0 P F(x)— £(0) _
X——% f—+00 f—+% ef Donc : lim = lim : — = F0) =
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3) Représentation de la fonction exp

La fonction exp est strictement monotone sur R
Car I'exp est la fonction réciproque de la fonction
[n qui est strictement monotone sur 0, +=2[

Les courbes Cin et Cexp SONt SYymetriques par
rapport a la premiere bissectrice (A) : y = x

exp(x) TR—

4) Derivation de la fonction exp
On sait que la fonction exp est la fonction
réciproque de la fonction In qui est dérivable sur

]0, +=[.Et on sait que : (Vx €]0, +=[) (In x)’ 1L
X

Donc la fonction exp est derivable sur

R = In(]0, +=).

Soitxe Rona:

exp'(x) = (I (@)= — = exp(x)

In’(exp(x))
Car: (f" ) [x):; avec f=ln et In"'=exp

£ (x)
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et (Vx € R)(exp'(x) = exp(x))

Propriéeté : La fonction exp est dérivable sur R

Corolaire : Si u est une fonction dérivable sur un
intervalle I alors la fonction exp(u(x)) est derivable
surl et (Vx € I)(exp(u(x)))= u'(x) exp(u(x))

\Exemple - Déterminer les derivées des fonctions

1) f(x)=e

x+1

3) hi(x) = e

2) g(x) _ €—212 _3€3x+l

4) f(:r)z(ex —4)\}33‘—1

Solutions : 1) f(x) = o2t

|la fonction © u, : x — «/2x +1 est dérivable sur

(2x+1) 1

2Wx+1 2x+l

Donc la fonction 7 est dérivable sur

}—%:Jroo{e’[ u, (x) =

3x+1

et g'(dvr)=—4x(f”2 -9¢

x+1

3) A(x)=e** |afonction: u:x—

x+1

—x+3

est dérivable sur ]3;+oo[et]—sc-; 3[ ety'(x) =

(,\‘—3]2

Donc la fonction 1 est dérivable sur [3;-+d] et

1 1
——+m| et [ (x -
} > [ S O= 5

3x+1

2) g(x)=e " —3&> " es fonctions:

u, - x —>—2x" et u, :x — 3x+1sont dérivables
sur R etona:

u (x)=—4xet u, (x)=3

Donc la fonction g est dérivable sur R

41 x+1
e—,\'-l-B
(x-3 )2

4) f(x)=(e"—4)ye -1
Flx)= [.(e’r —4')-\/9‘_—1.)' = [[e‘ —4)]’ Jﬂ%—(ef‘ —4)(\/3”_—1.)’

]—30;3[ et /‘IF(X) =

(e*-1) _ .
fl(x)=e e —1+(e" -4 =e'\e' -1+(e —4)——=
& ( ]2 e -1 (' )zm
()= 2 (e -1)+e'(e—4) 20> -2¢ 1 -4e _3¢*-6¢
' We -1 We -1 We -1

o) Primitives et |la fonction exp
Corolaire : Si u est une fonction dérivable alors

une primitive de u'(x) . e'® est ey

Exemple : Déterminer les primitives des fonctions
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F(x) =

= g=()

Solutions : 1) r(x) :§Si on pose : u(x):J;
>

ona: f(x)=2u'(x)e"™ six>0 donc

les primitives de f sont :

u(x)=e"

2) g(x)=(e)

Si on pose .

Ona: g(x)=u'(x)u(x) donc les primitives de g

sont : G(x) %z:z(x)+/’l,:%(e")2+ﬁ 1eR

Déterminer une primitive des fonctions suivantes

F(x)=2"“+2=2e" 41  i1eR

Exercice1

=R; f(x)=2¢"-€72)
sz

I =10;+[; f(x) m

I=R; r) e (»E*'T_l)3
1= [[} ]f(r)—smm
f(x)_ = IZ]O;-HO[

e’

Solutions :1) J:[R;f(x)zze”—e"‘

F(x) =26 —e™ §(3r) (=x)

3) I=R:f (x)=¢*(e"1)

f(x) :e’(e" —1)3 :(ex —l)f (e" —1)3

W]

donc :f(x _( _1) est une primitive de

:—( -

fsurt

2
F(x) =§e“ +¢* est une primitive de fsur 1

=[0;z]; 7 (x) = sin xe™

r

—(cosx) e

cosXx

f(x)=sinxe™* =

donc : F(x)=¢**" est une primitive de f sur 1
5) f(x)=5— =(ex_x) I=]0;+00]
e X e x

donc: F(x):]u‘e" 7.3(‘ est une primitive de f sur 1
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6) Etudes des fonctions qui contiennent exp

Exemple1

1()=(-1e

1)Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

2) Etudier les branches infinies de la courbe Cf au

voisinage de +=

3) Etudier la concavité de la courbe Cf

4) Construire la courbe Cy.

' ' '

F(x) :((x—l)ex) ={x=1) & +(,\'—1)(e1)

f(x)=1e"+(x-1)e" =€" +xe" — " =xe

Le signe de : f'(x) estceluidex
Tableau de variation :

T |—=00 () +20

flla) b+

H\_I/—H\'

Le signe de : f"(x) estceluide : x+1

flz)

x+l=0x=-1

r | =X -] $¢
rH| - )+
Donc :

(Cf)est CONVEXE SUT [-L; <[
(Cf]est concave sur J-«;-1] et 4(-1,-2¢™ )estun

point d'inflexion de (C,)

= im X1,

Xm oy

X

2) lim /(=)

X—+x X

x—1)e"
:lim(1C )

X—»+0m X

x—1 .X .
=lim —=1et lime" =+ donc:

X—+0 X—+20

lim

I—+0 oy

Ona:

ACI
1

lim
X—+0 X

=1x(+o0) = +»

Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +=

3) Etudie de la concavité de la courbe Cf :

f(x)= (xeJr )' = (x)’ e’ + x(ex )’ =ée" (1+x)

104
g4
&)
7
&
5
4
3
-
1 4
o
7 & -5 -4 -3 1 'y'ﬂ 2 3 =
2 ==

Exemple2

f(x)=x—-1+ :

e +1
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1)determiner D, et calculer les limites aux

bornes de _Der

2)Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3e*

3)montrer que : (VxeR); f(x)=x+2-—=
e +1

4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf
Et étudier la position de |la courbe Cf avec les
asymptotes obliques

Solutions :

1) D, ={xe[k§/e‘ +1¢0}

: Et li =0
¢ +1=0o ¢ =-1 pas de solutions car >0 VxreR s g 41
. li x)= 1 -1 —— CArlimx—1=-w

Donc: p, =Rk lim f(x)= lim x ey 2 i

, , 3 . Et lim——=3

lim f(x)= lim x-1+——=+0 Car lim x-1=+4» r5w oF 41

X4 Xn e +1 i

, Le signe de : f'(x) est celui de : (e"')3 =
5 N e +1) x
. 9111 ( ==1-3 xe - Onpose: ¢ =X doncona: X’ -X+1=0
' o (¢ +1) (@4 A_p_4ae=1-4=-3<0

f'(x) (@ +1) =3¢" (&) +25 +1-3¢ (&) —e*+1 Donc : x* - x +1>0(signe de a)
?(‘r:. L - ==k = 4

(& +1) (& +1) (& +1)’ Donc : (e’f)2 —e* +1>0 par suite: f'(x)>0
3e*
3)montrons que : (VxeR); f(x)=x+2—— :
e +
S e o Flx)=%-1% _3 =x+2-3+ 3
z) : e’ +1 e +1
I
o -3(e" +1)+3 3343
f(T)ZT+2+¥:T+Z+ﬁ
) e +1 e +1
flx
Flx)=x12~ %
—00 P e +1
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4) Etude des branches infinies ?

3
a)ona f(x)=x-1+——donc f(x)-(x-1)= I3
e+l ¢+l Donc ‘la courbe Cf est au-dessus de la droite

. .3
Donc: }Ellf[’f)‘(x‘l]:}ﬂe:“:0 d’équation (A)y=x—-1
Par suite :la droite d’équation (A)y=x-1 estune 3" 3¢
b)Ona f(x)=x+2-—— donc f(x)-(x+2)=-—
asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage gl e+l
3 x
de +< etonaaussi: f(x)—(x-1)=— 1>0 Donc : lim f(x)-(x+2)= lim- fe =0
e+ 22 == gy

Par suite :la droite d'équation (D)y =x+2 estune

asymptote oblique a la courbe Cf au voisinage

de — etonaaussi: f(x)-(x+2)=- ie |
&+

<0

Donc :la courbe Cf est au-dessous de la droite

d’équation (D)y=x+2

Il) LAFONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a.
1) Définition et résultats
Propriété et définition : Soit a un réel strictement

positif et difféerent de 1. La fonction log, etant

continue et strictement monotone sur J0, +=[ , elle
admet donc une fonction reciproque de

R=log, (]O, +=[) vers ]0, +<°[.

Cette fonction réciproque s’appelle Ia fonction
exponentielle de base a et se note expa
Propriéeté : Soita>0eta#1;0na:

(Vx € R) exp, (x)= "o
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Reésultats immediats :Soita >0 et a # 1

fonction exp, est définie sur R
1)VxeR exp,(x)>0
2)VxeR VyeR’ exp,(x)=y<=x=log,y

3)Vx eR log, (exp, (x))=x

4) VxR’ exp, (log, (:x:)) = x

Propriété caractéristique :
Soita>0eta#1;ona: (V(x, y) € R2

exp, (x+y)=exp, (x)+exp, (»)

Propriété : exp, est dérivable sur R

(Vx € ﬂ%)(e}{pa (x))F - (hla)exm“ =(lna)a”

Monotonie et étude et représentation
Si0l<a<1:

On a [n(a) < 0 et par suite : (Vx € R)(exp,(x) < 0).
lim f(x)=+w et lirP fx)=0
X400

Xt 01

X —00 0 1 400
expylx) ==

exp,(x) _"l"'=-__
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Sil<a<1:
On a In(a) > 0 et par suite : (Vx € R)(exp,(x) > 0).

lim f(x)=0et lim f(x)=+wx
X =s=00 x40

X —00 0 1 - an
| expy(x) A +

exp,lx) | L

2) Une autre écriture de la fonction exp.
Puissances réelle : La notation 4"

Soit a un réel strictement positif.

1) Sia=1,on pose pourtoutreel x>0: 1" =1

xlna

2)Sia#1,0onpose a" =e

Propriétés :
(Va € R++)(Vb € R++)(Vx € R) (Vy € R)

1)a® xa* =a™" 2)(axb) =a*xb*

3) (ax )y =a* 4)a*7 = a 5)[%]* = ;—i

f

6) (ax) =a" xlna
a) x > a est strictement croissante si a > 1

b) x = a* est strictement décroissante si 0<a <1
Exemples : Résoudre les equations et
inequations suivantes dans R :

1) 5 =15 2) 37 >5"7" 3) 7 -7 <6

Pensez au changement de variable 7¥=a
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Solution : 1) 5" =15

5*:15@ex'ﬂ5:15@x|n5=1n15@x=h£

In5

Inl5
S ={—1"
Donc : { 5}

2) 3 =57 =< In(3"7)=In(5")

<:>2x]n32(1—x)ln5 <:>x(21113+1115)2_>1n5

Donc : S:[—,
2In3+In5

In5 {
op

3) 7”1—7“—<6<:>7x+‘—7ix—<6 ona 7 >0

7 1< 6x7" o Tx(77) —6x7"~1<0
onpose:t=7" &7 -6xt-1<0

ona: 7t —6xt—1=(t—1)(7t+1)

7T <6< (T —1)(7Tx 7 +1) =0

< (7 =1)(7" +1)< 0 <= 7*=1< 0 car 7" >0

ST <17 <7< x=<0car x—> 7" est

strictement croissante (7> 1)donc : § = |-o; 0]

Exercice6 : Résoudre les equations et
inéquations suivantes dans R :

1) 21 =87 2) 3* =12

4)100% +40 =14 x10*

Solution :1) 2 =8" <2 =(2°) & 2" =2

x+l:3xt:>l:2x<:>%:x donc : sz{%}

4

2) ¥F=12<x=log;12 donc: S={log,12}

x =370 ot x _14-6 gonc: x =10 et x, =4
2x1 2x1 )

Donc: 10" =10 et 10® =4 donc: x =1 et

x, =log,4 Donc: S = {l,logm 4}

4)100% + 40 =14x10% < 10> —14x10 +40=0
< (10%)" ~14x10" +40 =0 on pose : 10" = x
Onaalors: X -14X+40=0

A=b" —4ac=(-14)" ~4x40=36>0
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Exercice7: Soit La fonction f définie par :

f(x) =4 =2

1)determiner D,

2) calculer les limites aux bornes de D,

3)Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

4) Etudier les branches infinies de la courbe Cf

5) construire la courbe Cr dans un repére(0:i ;)

X X ].ﬂ
Solutions : 1) f(x)=¢"™ —¢! &

Donc : D, =R

2)}5}}0]{(:{:) = ]_1]_11 ezﬂﬂg _el:l'-—i}hl?_ = hﬂ] e.\'}.ll? (erhﬂ _2

I—>+o I—=+0

b i3 -0
Fta)
J(x)

)
0 i
+

1 —

4) Etude des branches infinies de la courbe Cf :

ajon a: lim f(x)=0 donc: y=0

est une asymptote a(C)

]:+m

. A
lim ¢* =+wx
XN—see

Car:

2xIn2 (x+1)In2 . .
—e"7" =0Car: lime* =0

X—=—=

lim f(x)=lime
3) f est dérivable sur R car la somme de
fonctions dérivables sur R :

veeR : f(x)=2I2xe™ X(emg _1)

f()=0e™ -1=0x=0

Tableau de variation de f :

lim e* =+

X 3+

Car: lm —=+omw et

X X
Donc : la courbe Cf admet une branche
parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées au voisinage de +«




