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Fonctions logarithmiques

La fonction logarithme népérien

Définition :La fonction logarithme népérienne est

1
la fonction primitive de la fonction x - —sur
X

10, += [ et qui s’annule en 1 ; on la note par In.

Conséquences immediates

1) In est définie sur ]JO, +<<[

2) f(x) = In(u(x)) est definie si et seulement
siu(x)>0

3)In(1)=0

4) In est dérivable sur |0, +=<]

et (x €]0, +=[) (mx)':l
X

Monotonie
ro 1
(x €]0, +=[) (Inx) =—>0
X
Donc la fonction In est strictement croissante sur
]0, +==[ onadonc 1)In(a)=In(b) = a=>b
2)In(a)=lnb) <= a=h

Application 1
déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes

1) f:x—>In(x+1) 2) g:x—)?n(xz —3x+2)

3) h::{—>h‘i 4) k:x —>Inx+In(x—1)
1x

5) k:x—>Inx+n(x—1) 6) m:x—}fﬂ[xjril}
X
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\ D ={xeR/x*-3x+2>0
solution :1) f(x)=ln(x+1) = j
A=b*—4ac=(-3) —4x2x1=9-8=1>0
— / -
D, ={xeR/x+1>0} - T
T 250 2
x+1>0&x>-1 donc: D, =]-1+ A e T 2 s
232 + 0 - 0 +
2) (gf(x):fn(,\"2 —3x+2) Donc : D, = |0, 1[ W]2.+]

3)*h(v’f)=i D,,={xe3€/x>Oetlnx¢0}
i x—4
6) n.'.'x—);.’n[—]
nx=0lhr=hlex=1donc: p, =] Ui+ x+1

La fonction est définie ssi x—4 >0 et x+1>0

5) k:x—>hx+in(x-1) v+l

La fonction est définie ssi x>0 et x—-1>0 cad On utilisant le tableau de signe on trouve :

x>0 et x>1donc : p, = 1,4« D, =]-on,—1[ U4+

Application 2

Résoudre dans R les equations et inéquations suivantes
1) In(x-2)=0 2) In(3x—1)=m(5x—10)

3) In(2x-1)-In(1-x)=0 4) In(2x) = fn(x2 +l)

9) fn(zx_(;)g{) 6) In(x—1)—in(3x+1)<0

. x-2>06x>2 donc: Dy =]2+e
Solution :1) In(x~2)=0 b) Résoudre 'équation :
In(x-2)=00Mh(x-2)=h(l)©x-2=1x=30¢D;
a)cette equation est definie ssi© x-2>0 Donc: §={3}
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3)in(2x—1)—In(1—x) =

2) In(3x 1) =In(5x~10) Hu B R =l

a)cette équation est définie ssi: 2x—1>0 et

a) cette équation est définie ssi: 5x—10>0 et 1—-x>0 cad x>% et x <1

il - = I
3x—1>0cad x>2 et X>; donc : D, =2+ dohic: B, —]5.»1[
N b) Résoudre I'équation :

b) Résoudre I'equation : m(2x—1)—In(l—x)=0<=In(2x—1)=in(l—x)

lﬁ(3x—1): In(5x—10) & 3x-1=5x-10 &< 2x=-9

2x—1:1—xc>3x:2f;>x:£eDE

Donc : @x:%EDE donc : S:{%} DoHc: & :{E}
3

4) in(2x):fn(x2 +1) 5) /n(2x—6)20

a)cette équation est définie ssi : 2x > (et . . e .
a) cette équation est définie ssi: 2x-6>0
x*+1>0 cad x>0 donc: D, =]0:+00]

2x—6>0&x>3Donc : D, =3+

In(2x)=In(¥" +1) & 2x=x" +1 & ¥’ ~2x+1=0 , L
b) Résoudre l'inéquation :

&(x-1) =0&x=1eD; Donc: S={I In(2x—6)20< In(2x-6)2Inl1< 2x 621

6) In(x—1)—In(3x+1)<0

a) cette equation est déefinie ssi: x—1>0 et
3x+1>0 cad (x> —%:x> ]j donc D, =]i;+wf

b) Résoudre l'inéquation :
.’n(x—l)—fn(3x+1)<0@1}1(.\‘—1)<h:(3x+1)
x—1l<3x+l2x>2x>-1

Donc : §=]-L+e[ N]i;+e0[ donc : S=]1_; +oo[

La propriété caractéristique de la fonction logarithme

(Vx> 0; Vy > 0)(In(x x y) = In(x) + In(y))
Reégles de calcul

In(ab) =Ina +Inb

1
In (E) = —Ina In(a") =nlna

1
In (%) =Ilna—Inbd In (v"ﬁ) — 2 Ina
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Application 3

On pose /n(2)=0,7et In(3)=1.1

Calculer: /n(6) ; /n(4) ; /n(8) ; In(72)

In(%] ; in(%} » In(V2) 5 fn(JE) : In(3 2)

Solution :
'n(6)=1n(2x3)=1n(2)+In(3)=0,7+1,1=18 ln(%}=;’n(3)~l n(2)=11-0,7=0,4
In(4)=In(2x2)=/n(2")=2/n(2)=2x0.7=14 [n[l i
In(8)=/n(2x2x2)=/n(2*)=3/n(2)=3x0,7=2,1 ;
I0(72)=In(3x2")=In(3*)+/n(2)=2/n(3)+3/n(2)

| 1 07
I0(72)=2xL143x0,7=2,2421=4;3 '”(3‘/5):1“(3)”“(’/5]zl‘”ilﬂm:1’”7“’”0’35:1’45

Propriétés de la fonction logarithme (apprendre)

1) limlnx =+ 2) 111311135:—00 3) limE:(J
Xt X X—+ac X

. Inx : 5 : -
4) lim—=0 (Ure Q2) 5) limx'lnx=0(otre Q;) /
X—=+1 : r—0* - = : T : v . 7

6) lim—1I1 M 7) ]im_hl(ﬁl) =1 //

=l y—] x—0 X

Application 4

simplifier et calculer :

A:ln(e2)+]n(e4)—ln[l

e
e A=2x1+4x1—-1=7

| B=2n(se )+m(e\/5]-%m(e”]=zx%m(e)+me+m(1/£ )—%91}1(9]
g J A
b= zln(J;)+ m(eﬁ)_gh(e ) B:1h1(e)+h1e+%]n(e)—3h1(e):1+1+%—3:%—1:—1

J A:m(e9)+m(e4)-m[1]:zm(e)+41n(e)——m(e)

2
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Application 5

Déterminer les limites suivantes

. 2In(x)+1 .

1) Iim (—) 2) im (fnz (x)—.i’nx)

X—+00 111 X X—+0
3) lim x —/nx 4) lim In” (x) +Inx

X—»+00 x—0*
5) lim (Lr .-’nxJ 6) lim x* log x

x—=0" | x x—0"

- 3 - l

7)im 2x —x" Inx 8) lm x/n| 1+—

x—07 X0 X
Rappels

% , e . In(x) . In(1 4+ 2x)

I]iI{I}J+ rln(z) =0 : I__l_l._rlirxl e 0 }’fﬁf =t
Solution : 1) lim ln(:r)+1 ?
= e 2)11111(h:i2 (x)—lnx) ?
ONna: lim 2in(x)+1=2x(+®)+1=+0 i
Et lim In(x ) =+ donc forme indéterminé(Fl) i ()~ = i ()~ e = )~ 1) =40
1 I=<0 I=4T Y=+T

tim 22 _ gy m(hmllmul:wo:v :
S5 e e e e om0 |(car limlnx =+0)

(car lim/ny=+x0) iz

3)limx—/nx ?

X0

4) lim In*(x)+Inx ?

inx x—0
m x —/nx = lim x { 1 N ] D lim/77* (x) + Inx = lim/nx (7n(x) +1) = +0

x—0% x—i

X —+E x—»+

Inx

(car lim —=o0et lim/nx=+x) Car ling{ In(x )=—xet ;ﬂ{l)lhl(x)Jr] S
ATm X xsm x— %
o 1 _
%) hl?[?”“} 6) lim x*logx =0 car ]11}}1+ ¥"Inx=0(ou 7 € &)
x> X o S
‘ ; mo2r—x Iny =
lhui#m:1i111—1+'1!}1x:i:+x- car lim x/nx=0 T)P_E}"X X Inx=0
=0y =0 X 0 0"
: . - o, . In(x+1)
8- faites un changement de variable pour utiliser la propriéte |m[1:— =1

X
Résultat=1
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Application 6

déterminer le domaine de définition
_ fff(x+1) _ —
”f'x_)—hr(lnx) 2) g.x—},/l In(e—x)

X

‘](h:{ifc))z -1

3) hix—

Solution : 1) cette fonction est définie ssi :
x+1>0 et x>0 et nx>0 et /n(lnx)=0
Cad x>-letx>0etx>1etnx#l

Cad x>1et x#e donc: D, = [lie] U]e;+]

X

(!}:(21‘))2 -1

Cette fonction est définie ssi :

3) hix—

2x>0 et (in(2x)) -1-0
Cad x>0 et (in(2x)-1)(In(2x)+1)>0

31'1(2,\*)4—1:0<:>1112.ﬂc:—1<:>1112.3c:111l<:>x:2i
e e

2) cette fonction est définie ssi :

e—x>0 et lszr(e—x)
Cad x<eete—x<e Cad x<e et x>0

donc: D, =[0:¢]

n(2x)-1=0eh2x=1eh2x=hee ng

T 1]

InZr4l J

[n2z-1 LH |

[In2e+1)iIn2z=1) - ) - [ +

b

Dérivée de la fonction In(u(x))

X

[ln(u(x))]’ =

u'(x)
u(x)

Exemple1 : Déterminer le domaine de dérivation

et la dérivée de la fonction suivante :

f(x) :]11(33:2 +5)

surR etona: 3x*+5>0 WwelR

(3:(2 +5), 6x

sur R etona: #'(x)= -
7'(x) 3IxP+5 3x7 45

Solution : la fonction u:x —3x* +5 est dérivable

alors |a fonction : f:x—>h1(3x2+5)est dérivable

YxeR
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Exemple2 : calculer la dérivée des fonctions

définies par:1) f(x)=x"-Inx 2) f(x)=xknx

3) f(x)=In(1+x7)

Solution :1) f'(x) = (x* —Inx) =2x—— -

X X

2) f'(x):(x]nx)' — ¥ Inx+xh x=1hx+xxL=tx+1
x

3) f/(x)=(In(1+x)) _(¥) o

1+ x° 1+ x?

u'(x)
u(x)

F(x) =l n(|u(x)|) + Cte

de la fonctionx — sont les fonctions ;

Propriété :Si u est une fonction dérivable sur I et
ne s’annule pas sur I alors les fonctions primitives

WUl Déterminer les fonctions primitives

des ronctions suivantes :

0 1=Rif(x)=—— 2 I=]0:g(x)=——

3)1:]—00;1[;1?(,1():% 4) IZ]M;EE[;,I{(X): CIIJSx

Vérifiez les intervalles des primitives

1 G(x):hlllnx|+k
Donc : F(x) :1111|x4 +2|+k avec feR

1
1 . Inx)
P A C
Solution - 1 X 1{3' +2) xinx Inx
olution : 1)ona /(x)= A1 1 donc les fonctions primitives sont :

avec keR
Puisque : x€]0;1[ donc: Inx <0

. . . 1
Puisque : x*+2>0 donc.F(x):Zlu(x“+2)+k Donc: F(x)=In(-lnx)+k avec keR
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(x-1)

3)1=]-;1[:h(x)=—= donc les fonctions

e
x-1  x-1
3
4) 1:%;27:

;k(x):@:M donc les

primitives sont : H (x)=In|x—1|+k sinx  sinx
Puisque : xe ][ donc: x—~1<0 fonctions primitives sont K(x):in‘sinxhk
Donc: H(x)=In(l1-x)+k avec keR avec kel

IVJITEN 1R Considérons la fonction f définie

par - f(x)= S5x+1

xX+x-2

1) Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f et Déterminer les réels a et b tels que :

b
(VxED);f(x)zﬁ =3

2) en deduire la fonction primitive de f sur J—o;-2[

Tel que F(-3)=In2

Solution :1) D, ={xeR/x’ +x-2%0|

A=b —dac=1"-4x(-2)x1=1+8=9>0

143
T

x2: = =—

et 13 A
2 2x1 2

Donc: D, =R/{-21}

; :a(x+2)+b(«\'—1):ax+2a+hx—b:(a+b)x+20—b
L A T AP B .

F(x)=2Infx—1/+3mn

x+2|+k keR

xel-oo -2 < x<-2 et x<l

Donc: x+2<0 et x-1<0
Donc : les fonctions primitives sont :

F(x)=2In(1-x)+3In(-x-2)+k keR

F(-3)=In2= 2In(4)+3In(1) +k=n2

a+bh=5
Donc : . Donc: 3a =6 Donc: a =2
a-h=

Donc: h=3 Donc: (Vxe Df);f(-’f) :il+%
-1 X

z(x—lf +3(x+2)F

x-1 x+2

2)(treR/{21):f (x)=
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La fonction logarithme de base a

Définition

Soit a un réeel non nul et différents
de 1. La fonction notée par log, définie sur ]0, +=[

par :(Vx €]0, +=[) (log, :E) S’appelle :
Ina

la fonction logarithmique de base a

Inx
IPour: a =e on aura : log,=—=1Inx

Ine

Propriétés et regles de calcul

Toutes les propriétés de calcul qu'on a vu concernant la fonction In
restent valables pour la fonction loga .

(Vx > 0)(Vy > 0)(Loga(xy) = Loga(x) + Loga(y))
(Vx> 0) (Loga [ ) )
(Vx> 0)(vy > 0) (Lﬂga = Loga(x) - Lﬂga(y))

(Vx> 0)(vr € Q)(Log,(x") = rLogy(x)

b) Propriétés :La fonction log, est une bijection

de ]0, +=[ vers R

1) (Vx> 0)(Vy > 0)( log, (x) = log, (y) & x=y)

2) (Vx> 0)(Vr € Q)( log, (x)=r < x=d’

c)Propriété :La fonction log_ est continue

dérivable sur ]0, +=<[ et (Vx €]0, +=])
La preuve est immédiate
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Etude de la fonction log.

Soit a un réel strictement positif et différent de 1 :

1)La fonction log, est définie sur )0, +=[.

2) La fonction log_est continue et dérivable]

sur 10, +=[ et (vx €]0, +=[) ((log, (x)) =

1

xlna

donc le signe de log’ dépend du signe de Ilna, ce

gui nous ameéne a discuter deux cas :

Ina>0;Ina<0

Sia €]0,1] alors [na <0

Et donc: (Yx €0, +o) (Lﬂ go(%) = ﬁ £ 0).
X 0 @ +00
Loge(x) il
Fo_

Loga(x)

Sia €]1, 4| alors [na > 0

Et donc : (Vx €]0, +0[) (Log;{x) = }':E > 0).

X 0 1

Logy(x)

Loga(x)
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LYITEGLEE - simplifier et calculer

1

1) log, 4 2) lOgﬁE 3) log£9

4) 4 10g2(1)-|—ltzzng2(10)+1'::-21 (J_)

Na= glin

Solution :1)
—Iogf

—log 5 (+/3)
A=log, [ }+log (10) +100£(J§):

log —logﬂ5 2=

(2) -

4

I
1‘55: log(ﬁ——le—

—4log 3 =4x1=
N

[

logJ-

—log, 5+log, (5% 2)+log,
3

A=—log, “?+[ogqi+log22+ Eog13 1+= leg1

3 3

A_lf_l T
3 5 &

g1
3

—

4

y

1
35

Cas particuliers a=10 (logarithme décimal)

Définition :La fonction logarithmigue de base 10
s’'appelle la fonction logarithmique décimal et se

note par log et (Vx €]0, +=[) (log

In x
Inl0

)

Propriétés :1) log(10) = 1

2) (Vx > 0)(Vr € Q)(log(x) = r & x=10")

3)(Vr e Q) log(10")=1r

4) log(x)>r < x> 107
5)log(x)sr=0<x=< 10
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LYJJIELL Ry simplifier et calculer :

1)log,,

100 2) log,, 0.0001

3) 4 =10g(250000)+log 4250 —log (125)

Solution :1) log,, 100 =log,, 10" =2log,, 10 =2x1=2
2) log,, 0.0001 =log,, 10~ = —4log,, 10 =—4

3) 4 =1og(250000) + log 4250 — log (125)

4=10g(250000)+log 250 —~log(125)

A=log(5 ><10")+llog(52 x10)-log(5°)

L

2 1 3
_4=10g5“+10g104+?(10g5“+10g10)—310g5 Q
2

I l
= A:Zlog5+4+log5+5—3log5:4+—:

1
A:2log5+410g10+:[210g5+1)—310g5 2

Wyl -déterminer le plus petit entier naturel

’ . N
K [ og

n tel que : 3) >10"
2)

Le plus petit entier naturel », estdonc :

I

1, = E

[ij=]

P e

SR - 3y 20\
5) >10 @mg[(;] ]zlog(lo )

+1=114

) /

| W




