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Géométrie dans 1'espace.
1) Le produit scalaire de deux vecteurs dans I'espace

Définition

Soit # et v deux vecteurs de I'espace. On appelle produit scalaire de u par v

— —

Uy =

—

V

—

| B xcos('u : v)

u et v sont orthogonaux dans 1’espace si ©.v =10
Eton écrit: u L v

2) Produit scalaire et norme

Soit un vecteur # de I’espace.et deux
points A et B tels que # = 4B .La norme du vecteur 4 notee ||”|| est la distance AB

||H|| = \j '\IH i et H ‘

3) Repere orthonormé

Définitionl : on dit qu'un triplet (1. j fé)de vecteur dans

~2 —3
H‘ —A B

l'espace est base orthonorme si et seulement si les vecteurs

—

i et j et k sontnon coplanaires et normeés et

orthogonaux deux adeuxcad: H?H = [ H;” =1 et

HkH_l et T}—Uet ;A’ O et ik—=
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Définition2 : on dit que (0.‘_ Lk f{.) est un repere

orthonormeé dans I'espace et seulement si ( I j ;ﬁ:) est une

base orthonorme

4) Expression analytique du produit scalaire

— —— —

(r'; 7 A’] est une base orthonormeée Dans tout ce qui va suivre

Proprieté :
1)Dans une base orthonorme on considere deux vecteurs

;{(hr;y; z) et ;(,r';_ y';z")alors juv = xx'+ 3y + 22"

|:\/.ar3+j:2+:2

r

2)Dans l'espace rapporté a un repere orthonormeé. soient A
et B de coordonnées respectives A(x ;v ;z,)et

= |
B(.rﬂ;yﬁ;:a)

alors : AB = \/(IB — Xy )2 +(¥s — Y )? +(23—24 )2

Exemple : dans une base orthmlormé[ i ':A’)- on considere

les vecteurs r_.:(l: 5;—1) et 1:‘(_—5:1:(}) et 1_1;:1;—%;'{;

1)Est-ce que les vecteurs et 7 sont orthogonaux ?

2)Calculer :la norme du vecteur w

Solution : 1)
w-v=(—5)x1+1=x54+0x(—1)=(—

th

)+5=0

Donc: w 1 v

HT.-H:\/(%]7+OI+{_§]= i+= =\/E=1 on dit que
2 2 \/4 4

w est un vecteur unitaire

|
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Exercicel : dans une base orthonormé (f: j:;’r). on
considere les vecteurs 4 (3;-2:1) et v(2:1;0)

Calculer : cos {ﬁ E)

u-v 4 4

Tl el ~ VBiE Vo

Solution : cos (u '"t'!)

5) équation cartésienne d'un plan dans l'espace

Un vecteur non nul 77 est dit normal au plan . si, pour tous

points A4 et Mde.”” ona nAM =0

Propriété :Un vecteur est dit normal a un plan si, et
seulement si. i1l est orthogonal a deux vecteurs non
colin¢aires de ce plan.

Exemplel : déterminer les coordonnées d'un vecteur 71
normal a un plan dirige par u (2;—1:3) et 1?(4; 0; 2)

A l'aide de la deuxiéme équation, on obtient . z=—2x On

remplace dans la premieére :

Solution :Ces deux vecteurs ne sont clairement pas Boyi g = s D) el g e gy s =l

colinéaires : une coordonnée est nulle pour I'un mais pas o . o

pour L'autre On choisit, par exemple :r = let on trouve ainsi .
v(l;—4;-2)

Puisque 7iest normal au plan dirigé par tet v'alors if.7i = () On verifie :u.n = e 4 =B=0¢s

cili = (I tn=44+0—4=0v

On obtient ainsi les deux équations 2x— y+3z =0et Un vecteur normal au plan dirigé par les vectewrs u et v est

4x+2z=0 ;?(l;—4;—2)

On note . ;(x;y;:)




Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52
Chapitre Géométrie dans l'espace (I'essentiel du cours + applications)
Niveaux Bac francais / 1 et 2°™ Bac International SM

Propriété :Soient a et & et c des réels non tous nuls
quelconque . L'ensemble (P) des points M (x: v:z)tels
que ax +byv +cz+d =0 est un plan dont un vecteur

normal est # (a:b:c).

VWecteur norrmnal FE

Plamo 7 cx
o T ( & )
3 — == o

i Al T, = oA
-

Démonstration => soit un plan P d'équation ax+by+cz+d=0 soit A et B deux points
distincts de P alors on a

aXa + bya+cza+d =0
axp + by, + czp +d =0

Faisant la différence => a(xp— Xa) + b(yb— ya) + ¢(zb— za) = O
On remarque que quelque soient les ponts A et B que vous choisissez le vecteur AD est
toujours normale a ce vecteur.....

hﬂmﬂuHMMHmwmmmmMMMmWNms

les cas suivants
1) (P): 2e-3y+2410=02) (P
z

) 3r-z+1=0
) (P)y+z+1=0 §(P)z=2
5) (P):x-2y+7:-3=0 6) (P):2y-z+11=0 9 0(01) §(k-27) 6 (021

-

MMMMU%@%&HD%Q&%]MW@&H

Exerciced: L'espace est muni dun repere orthonormeé

(i: s k]. On considére les points A(—I; 0:2)et B(B;l; O)
et le vecteur ;;{1: 2:1)
1)déterminer une équation du plan (P ) passant par 4 dont

un vecteur normal est n

2)donner une representation parametrique de la droite (D)

qui passe par le point B et orthogonale au plan (P)
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3)Déterminer les coordonnées du point B'la projection

orthogonale de B sur le plan ( P)

Solution :1) méthode : Autre méthode :
L’équation d™un plan s’écrit sous forme :
M(x;y;z)e(P)e AM n=0 . S _
i ax+by+ecz+d=0or n(1;2:]) est un vecteur normal 4 ce
ona: AM(X-I-I;_V;Z —2) plandonc: a=1let h=let c=1

0 Donc L équation devient : 1x+2y+1z4+d =0 (P)

& (x+1)x1+yx2+1x(z-2)
Et on sait que le plan(P) passe parA(—l; 0;2)
S x+14+2y+2z-2=0

Doic : (71)+2><0+1><2+d=0 cad d =-1
Donc : x+2y+z—l=0(P)

Donc: (P) x+2y+z—-1=0

3) B'est la projection orthogonale de B sur le plan (P)
donc : B"e(D)et B'(P)

Donc B'est le point d’intersection de la droite (D)
Etle plan (P)

Donc les cordonnées de B' sont solutions du systéme :
x+2y+z-1=0
x=1k+3

auplan (P) donc : #(L;2:1) est un vecteur directeur a la y=2k+1

z=1k+0
droite (D)

2la droire(D) passe par le point 8(3; 1;0) et orthogonale

On remplace : xet y et z dans I’équation de (P)

Donc une représentation paramétrique de la d.tmte(D)esr: On trouve : & +3+2(2k+1)+k—1=0

=1k 2
v=1k+3 Donc: 6k+4=0Donc: k=—=
y=2k+1avec (keR) :

Donc: x 2+“ 7 et Yaela 2 2
|- T e — 3= P =—— I=—— =——
z=lk+0 3 3 1 3 3 =303

E

Par suite : B'(Z;_l»_EJ
3 3 3
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6) Position relative de deux plans dans I'espace

Proposition :Soient : (P) cax+by+ecz+d =0

et (P)‘r ca'x+b'y+c'z+d"'=0 deux plans dans 1’espace

et n(a:."); c‘) et n'(a';b'; C') deux vecteurs normaux

respectivement a (P) et (P )r

t

r . 5
1)Les plans (P) et (P) sont paralléles ssi net n sont
colinéaires

r —_ —= T
2)Les plans (P) et (P) sont seécants ssi net # sont non
colinéaires

3)Les plans (P) et (P)I sont perpendiculaires ssi net ;,'F

sont orthogonaux

Exemple : On considere les plans d'équations :
(P)2x—4y+z+1=0 et (P')x+y+2z-3=0
1)Monter que : (p) L ( p’)

2)Déterminer ['équation cartésienne du plan (Q ) parallele

au plan(P) passant par le point A(L-11)

2) (P)II(Q) et n est normal a( P) done n(2:—4:1) est

- — un vecteur normal a (Q)

Solutions :1)7(2;—4;1) et n'(1:1;2) les deux vecteurs _
Donc une équation cartésienne du plan (Q)est :
I

normaux respectivement de (P) et (P) 2x—4y+z+d =0

Oiid: nm =2—4412=0 Et puisque : 4(l:-1:1)e(Q) donc :
244+41+d=0=>d=-7

Donc: (@): 2x—4y+z-7=0

Donc n L par suite ; (P)l(P')
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7) Distance d'un point a un plan

le plan

Proposition :Soient : A(IA;}’A;ZA) un point EI(P) :
ax+by+cz+d =0 un plan dans I’espace avec

(a;b;c) # (0; 0;0) et H est le projeté orthogonal de A sur

la distance du point A au plan (P) est la

‘axﬁ +by,+cz,+d

distance AHetona: ¢4 (A;(P)) i

\/az +b 4+’

Exemple : On considere le plau(P) d'equations :

x+2y+2z—-6=0 etle point A(S;l;{])

Calculer la distance du point A au plan (P).

5+2x1+2x0-6| ||

Solution : d(A; (P)) -

«/12 +2% 422

W | =

3

Exercice5 : L'espace est muni d'un repere orthonorme

— —. -

(;’:_ 7 k). On considere le plan (P) d'équation

T+2y—2—1=10

1)Les points A(1:1:2) et B(2:1:1) appartiennent-ils au plan

(P)?

2)Calculer la distance AB puis les distances de ces deux

points A et B au plan (P).

du point A vérifient I'équation de.
On en déduit que A appartient au plan (P)
etdoncque 2+2x1-1-1=2%10

Solution : | +2 x 1 =2 — 1 = 0 donc les coordonnées

donc les coordonnées du point B ne veérifient pas I'équation

de (P)On en déduit que B n'est pas un point de (P).

2) 4B=J(2-1) +1(2-1) +(1-2) =2

Calculons d( 4;(P))etd ( B;(P)).

Ona: Ae(P) donc:d( '(P)):

\2+2><1 - 1| 2] 6

d(B:(P)) L
(3:(F) Jl 12 4(<1) V6 3

ona: AB(!;O;—I)
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8) Etude analytique de la sphere
1- Equation cartésienne d’une sphere.

Soit Q(a. b. c¢) un pomt dans ’espaceetr = 0
M(x.y.z) ES(Q. R) = QM =R
& QM?= R?

<:>(x—_rﬂ)z+(_1=‘—yﬂ)3—|—(:—:ﬂ}2:R2

Exemple :1)Déterminer I'équation cartésienne de la sphere
de centre Q(1. —1.2) et de rayon R =3

2)Déterminer 1’équation cartésienne de la sphere de centre
Q(0.—3.0) et qui passe par A(2.1. —1).

Solution : 1) I'équation cartésienne de la sphere est [, . \j(’f ) (1, o)’ (2,2
: | 0, J4 (4] 4 N

(x=1)2+(y=(-1))+(z-2)2=3 ¢ R=\2+a4(-1) =421

(,\‘— l)3+(y+'l)2+(z—2) i Donc ['équation cartésienne de la sphere est :

a0ty +zi-20+2y-4z-3=0 (x=0)2+(y=(=3))+(z-0)2 =21 &
2) S(Q, R) la sphere de centre Q(1, —2,0) et qui passe par
AQ.1,-1). LHyeIPr =y 24 6y-12=0

Propriété2 : Soient : A4(x,1y,:1z,) et B (x5 %5 =5 ) deux

points de 1"'espace
L'ensemble des points

M (x;y;z) de I'espace tel
que : MA-MB =0 est la sphére
de diametre [AB ]

Et d’équation cartésienne :

(x_x_i)(x_xa)+(-1"_.1':4)(-1""_-1’B)+(z_za)(z_zﬁ):0
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2- Intersection d'une droite et une sphere.

Proposition :Soient (D) une droite de l'espace

et (.S') une sphere de centre O et de rayon R . H le projeté
orthogonal du point O sur la droite (D)-

Notons d = OH :

eSid> R alors la droite (D) et la sphére (5) n'ont pas de
points en commun, l'intersection est vide.

eSid= R alors la droite (D) et la sphére (S') ont un
unique point en commun et dans ce cas on dit que la droite

(D) esttangente en Ha (§)
eSid < R alors la droite (D) et la sphére (S} en deux

points en commun A et B symeétriques par rapport au point
H. dans ce cas on dit que

la droite (D) est s€cante a (S} (OA=0B=R)

9) équations paramétriques

Soit une droite d passant par un point A(xa;ya;za) et de vecteur
directeur #(a;b;c), on appelle représentation parametrique de la
droite d, le systéme d'équations paramétriques suivant :

x=2xa+t+at

y=ya+bt teR

z=2zp+ct

Le vecteur (a,b,c) est directeur de la droite

Démonstration ...écrire que pour tout point M de la droite les deux vecteurs /TM et u sont colinéaire

Soit un plan 42 passant par un point A(xa;ya;za) et de vecteurs
directeurs ii(a; b; c) et 7(a, B, 7v), on appelle représentation paramé-
trique du plan 272, le systéeme d’équations paramétriques suivant :

X =Xxp+af -+ as

y=ya+bt+Bs (ts)eR?

Z=2zp+ct4 s

Démonstration ...écrire que pour tout point M du plan le vecteur AM est écrit de fagon unique
en fonction des vecteurs directeurs du plan.
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Cas de fiqures

Montrer que deux droites sont sécantes a partir de leurs équations paramétriques
revient a trouver des valeurs uniques pour les deux parametres en égalisant les deux

équations parameétriques.

Si vous trouvez des valeurs différentes pour un des parameétres alors les deux droites ne

sont pas coplanaires.

Exercice

Dans l'espace muni d'un repere orthonorme, donner une equation cartesienne du plan P passant par le
point A(1,0,1) et dirige par les vecteurs 4(1,1,0) et ¥ = (0,1,1).

Il y a plusieurs méthodes, la plus rapide étant de remarquer que 7t = % A U est un vecteur normal au plan
P. Les coordonnées de 7 sont (1,—1,1). On en déduit que

_)._.
M(z,y,2) eP <= AM.n=0
= l(z-1)-1y-0)+1(z—1)=0
& —y+z-2=0.

Exercice

1. Donner une equation cartesienne du plan de représentation parametrigue

z= 1+t+2u
y= 2+t+u ,(Lu)cR?
z= 3u
Indication=> déchiffrez les coordonnées de A puis des deux vecteurs directeurs et faire le produit
vectoriel pour trouver le vecteur normal.
2. Donner une representation parametrique du plan d'equationz + 2y —z— 3 =0.
Indication=> Il suffit de choisir deux coordonnées comme parametres

y= t
zZ= 1.

3. Donner un systeme d'equations definissant la droite dont une representation parameétrique est :

r= 4t1+5
y= 3t+1 ,teR.
z= t+3

Indication=> Exprimer T en fonction de Z dans la derniére équation, et remplacer dans les deux autres.

3. La demiére equation donne £ = 2 — 3. On remplace dans les deux autres pour trouver un
systeme d'équations :

z= 42-7 z—424+7= 0
y= 3z-—8 y—3z+8= 0.
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10) produit vectoriel

Le produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur unu=0

Donc 1l faut chercher sa norme, sa direction et son sens.
: 1*;“\:::—(?:;\1-‘)

Soient # et v deux vecteurs dans V3. o
Le produit vectoriel des deux vecteurs U et v estle (” + 1!) W= (“ & “’) i (1-‘ A 11-')
vecteur W=u AV tel que

*Si i et v sont colinéaires alors : H AV =10 # Alv k5 w) - (H i w)+(w\ “E)

e Si i ety sontnon colinéaires R 5, A o o
o e Fm] r:ﬂ(:;\ N=u (,l-*)
Le vecteur w=u AV esttel que: ( AL ; “) & L

wla et wly etla basa(u;v; w] est directe
= [|o<]| -

{ UVv; w) est directe

Et ||14,= ;

s111 & ou (ir;if) =

Cela veut dire que si je ramene le premier sur le deuxiéme j'obtiens le troisieme

Clest la régle du tirebouchon

.
—

Expression analytique du produit vectoriel
. ‘ x x' x x|
Uunuw = |y y'|7T— Y7+ |y Y|k
z =z z z' .

unu' = (yz' - :}-*')E —(xz'— :x')}' + (" = x') !;'}

Démonstration

unu' = (x?+}j+ zf*)/\ (x'?+y'::' + z'A)

Puis utiliser les régles de distributivité ....
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Application a la surface d'un triangle

Soient A, B et C trois point non alignés, la surface du triangle ABC est :
S on = : AB A AC
e =5 4B ~ 4]

Démonstration : écrire l'expression de la surface du triangle ABC en utilisant la hauteur issue de C ....

Exemple1 : u(1;1:1) et v(2:1:2) deux vecteurs:

Calculer : i A v

J+

)
?_
12

S |,
, - 1‘,’\:?—0]—1\'21'—5’

Alignement de 3 points

A, B et C trois points dans I'espace, A, B et C sont alignés si et seulement si
E’et?(’f sont colinéaires autrement dit

ABAAC=0

Equation d'un plan

A, B et C trois points du plan non alignés. Le vecteur ABAAC o5t normal au

plan.
M(x,y, z) € (ABC)= m(ﬁmﬁ):@

Cette équation permet d'obtenir 1'équation cartésienne du plan

Exemple : dans I'espace muni d’'un repére
orthonormeée directe (0;}:;};}') ohn considére les
pointsA{O;l;E) et B(1:1:0) et C(l;O;l)
1)Determiner les coordonnees du vecteur
AB ~ AC et verifier que les points

A et B et C sont non alignhes

2)Calculer la surface du triangle 4BC
3)Déterminer une equation cartésienne du plan
(ABC)
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Solution :1) AB(x, —x,;¥; ~7,:%; ~ 2, )

AB(1:0:-2) et AC(1-1:-1) 2) S, =%HZ8AA—C
—1-: | | = 1 7t 17T 4T Y - 2
BN _1J+g _l‘i_ a0 HABAACHI\/(—Q)Z+{_i}2+(—1)d =46

AB A AC %0 Donc les points A et B et C sont
non alignés

ABANAC=

~[&

Donc: S ;. =

3) ABAAC=-2i- l}—lic- un vecteur normal du

plan ABC

Donc une équation cartésienne du plan 4BC
est de la forme :

ax+by+cz+d=0

E/\A_C(—Z;—l;—l) donc a=—2etb=-1letc=-1
Donc : —2x—1y—1z+d =0 (A4BC)

Etona: A(0;1;2)e(P) donc: 0—1-2+d =0
donc d =3

Donc(ABC) : 2x—1y-1z+3=0

Donc(ABC) :2x+y+z-3=0

Distance d'un point a une droite

d(M;(D))=MH =

3.
AB '




