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Logique mathématique

La logique mathématique est une discipline inventée a la fin du XIXe siecle, qui s'est donné comme objet I'étude
des mathématiques en tant que langage. Parmi les mathématiciens qui ont contribué au développement de
cette discipline on site: Gottlob Frege, Bertrand Russell, Giuseppe Peano, David Hilbert, George Boole...

1. PROPOSITION

Une proposition est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.

2. OPERATIONS LOGIQUES

2-1) L’opérateur logique «et »

La proposition « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie
On résume ceci en une table de vérité

P\Q|VIF

V | VIF

F F{F
Exemple

soient les propositions P”(ﬁgl) et Qn[

~3-—5)
La proposition "P et Q" est fausse car Q est fausse

2-2) L’opérateur logique « ou »

La proposition « P ou Q » est vraie si 'une (au m oins) des deux propositions P ou Q est
vraie

P\Q|V|F
Vv |V |V
F [V ]|F

Il suffit que I'une des propositions soit vraie pour que « P ou Q » soit vraie
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Exemple

3

La proposition "P ou Q" est vraie car P est vraie

soient les propositions P"(\EEI) et Q"(

_ )

2-3) La negation « non »

La proposition « non P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
On note P la negation de La proposition P

p| »
1] 0
.1

2-3) L’'implication =
La proposition « (non P) ou Q » est notée « P = Q ».

(Pp=q)

Q|Oo|=|=|=
C)_\C)_\“:Q
== O | =

1

Mémoriser cette proposition « P = Q » comme étant fausse seulement
qguand P vraie et Q fausse

Par exemple :
1)”051":>"JZ:1" est fausse

2)"1+2=4"="42=-1" est vraie

2-4) L’equivalence <
L’équivalence est definit par ;. « P < Q » est La proposition
«(P=>Q)et(Q=P)»

On dira « P est équivalent a Q » ou « P équivaut a Q » ou « P si et seulement
si Q ». Cette proposition est vraie lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q
sont fausses. La table de vérité est :
Mémoriser cette proposition « P & Q » comme étant fausse seulement
quand l'une est fausse
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plg|lp=d)
111 1
110 0
0|1 0
0]0 1
Exemples :

1)"05—1"@“«/5:1“ est vraie
2) Pour xelR et x¥'eR I'équivalence xxx'=0<x=0o0u x'=0 est vraie.

2-5) Loi logique ou une tautologie.

Définition :

On appelle une loi logique toute proposition constitué par des
propositions liées entre elles par des connexions logiques est qui est
toujours vraie quel que soit la valeur de vérité des propositions qui la
constituent.

Une loi logique s’appelle aussi une tautologie.

1) P @ non(non(P))

2. (PetQ) & (QetP)

3.(PouQ) & (QouP)

4. non(P et Q) < (nhon P) ou (non Q)
5. non(P ou Q) & (nhon P) et (hon Q)
6.P et (QouR) < (PetQ)ou (PetR)
7Pou(QetR) & (PouQ)et(PouR)

8. « P=Q » & «non(Q) = non(P)»

3. Quantificateurs et fonction propositionnelle

Si une proposition P dépend d’un parametre x on I'appelle fonction propositionnelle

Définition :
Une fonction propositionnelle sur un ensemble E est une expression
contenant une ou plusieurs variables Libres dans E et qui est
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susceptible de devenir une proposition vraie ou fausse si I'on attribue a
ces variables certaines valeurs particulieres de 'ensemble E

La proposition « YxeR&:x’>20» est une proposition vraie
3.1 Le Quantificateurs V: «pour tout» :

On lit « Pour tout x appartenant a E, P(Xx) »
Exemples :

« v.::rs[l;+oa[:Jr:2 >1)» est une proposition vraie.

«VxeR:x*>1)»est une proposition fausse.
«VneN:n(n+1))»est divisible par 2» est vraie.

3.2 Le Quantificateurs 3: «il existe»
On lit «il existe x appartenant a E tel que P(x) ...

«IreR:x(x—1)>0)» est vraie
«3IneN:n’-nzn)rest vraie

«3IreR:x’=-1)» est fausse
3.3 La négation des Quantificateurs

La négation de «VxeE:P(x))»est «Ire E: P(x)».

La négation de «3xeE: P(x))»est « Vxe E: P(x)».

Exemples :

1)La négation de « VreR:x* >1)»est La proposition FreR:x* <1

En effet la négation de x* >1est non(x” =1) mais s'écrit plus simplement x*<1.
2)La negation de « VxeR:x+1eZ)rest « xeR:x+1¢7Z)»

3)La négation de « IreR:x’ =—1)rest « VreR:x -1 )»

Remarques

L’ordre des Quantificateurs est trés important..
Comparant les deux propositions

«VxeR:IveR:x+y20» IxeR:VyeR:x+y=0
- La premieére signifie que pour n'importe quel "x" vous trouverez surement

un "y" qui satisfait la condition. Cette proposition est vraie

- Ladeuxieme dit que il existe un "x" qui satisfait la condition quel que soit
- lavaleur de"y". c'est faux
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Exercice1

Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes
132 "YreRix>>0"

2) P: "IxeR/x*-2=0"

N P:xe [1;2[

4)P:" wpeN f% cN"

S)P:(vxeR);-1<cosx <l
6) P: (‘v‘neN);(ElmeN):n%m
P

7) P:(3neN) 2n+1 est pair

8) P:(Vn EN);\/;EN

Réponse

1)P:"IreR/x*<0" etona P:estfausse S)ﬁ(ﬂxeﬁ):cosxﬂ Oucosx<-1 etona P:estvraie
2)_1?_3 "VxeR/x*-2#0" etona P:estvraie 6)ﬁ(gnem);(vmeN):nzm etona P:estvraie
3)P_: re[L2 7) P (vnel) 2n+1 estimpair ~ P:est fausse

4) P 3neN/Zen etona Piestfausse  oF o i Tan etona Prestvraie

Exercice 2

Ecrire a l'aide de quantificateurs les propositions suivantes :

1. Le carre de tout reel est positif.
2. Certains reels sont strictement supérieurs a leur carre.

3. Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

4. Tous les reels ne sont pas des quotients d'entiers.
2. Il existe un entier multiple de tous les autres.

6; Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

Solution :

1. "VxeR/z*=0"
2."3r eR x> x°
3. (YneN);(3meN):n<m

4.(IxeR):(VneZ):(Vme N*)Zrii

m

5.(3ne N);(Vme N)(Elke N):n=m><k

6.(VxeR);(VyeR)/x<y=>3zeQ/x<z<y
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4. RAISONNEMENTS

4.1. Raisonnement direct :

On veut montrer que La proposition « P = Q » est vraie. On suppose que P est

vraie et on montre qu’alors Q est vraie

Exemplel: xeR;yeR

0<x<2 1 1
=>—+—>1

Montrer que :
0<y=<2 x y

Exemple2 : x € R* Montrer que :

bzE+2 e 9 1.1, 1.1
e 211 1:}7+7~>;+5
Solution: U=Y%4 |=»= ¥ ¥ 2
y 2
:>l+l>—l
Xy

1+4x

: —1-Jx=>x=0

Exemple3 : 1) Montrer que :(¥(a;5) eR?):a*+5°=0=a=0 et b=0

2) xeR" et yeR™ Montrer que: x+)»’+2=2~/1_‘+2\/;:>1’:,1’:1

Solution: 1)@*+b0*=0=>a*=-b* = a*ecR”

Et puisque a*+5>=0 alors 5=0

—Vr=let y=1>x=1et y=1
Donc :x+y+2:2\/,\_~+2‘/;:>x:y:1

Oronsaitque a¢*€R" donc a*eR* mR" donc a¢>=0 donc a=0

2) x+p+2=20x+2fy D x-2Jx +1+y-2fy +1=0
3[&—1)2+(J_1_-'—1)2:0:>«f;—1:0 et \/;_'71:0 d'apres1)

Exempled : Montrer que :(V(a;0) e R?):a?+b>=1=|a+ b <2

Solution

(a-b)®= a®>-2ab+b® >0 or a®+b?=1 & 1-2ab >0 < 2ab<1
(a+b)?= a®+2ab+b? <|a+b| = (a®+2ab+b?)"? = (1+ 2ab) 2

Dab<1 & 1+2ab<2 < (1+ 2ab) % < V2
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Exemple5 : Montrerque si ae() et beQ alors a+be()

Solution : Prenons aeQ et be(Q. Rappelons que les rationnels ¢ sont I'ensemble des réels

s'écrivant Lavec peZetgeN".
q
Alors a=L£ avec peZetgeN'; De méme b:ir avec p'eZetq eN donc
q q
”+b:£+ﬁ.:w- Or le numérateur pxq'+gx p'est bien un élémentde %, le
q 4 qxq

dénominateur gx¢q' est lui un élément de N". Donc a+bs’écrit bien de la forme a+b:p—"avec
q

p'eZetqg"eN Ainsi a+bhe(Q

1+ 1
Exemple7 :Montrerque | neN= e - N
n+2
Solution :
Ona: neN donc n+l=<n+2
donc 0= il <1 donc i, g N
n+2 n+2

Exemple8 : Montrer que pour tout Vx e[-2;2]: 242 > 4-x2 .

Solution : I'inéquation est définie ssi voici le tableau de signe :

T o0 —2
4—z2| -— +

+0oc

- N

D, =[-2;2]
Soit xe[—2;2].

s AT s
W2 -Ji-x= W2+ :2ﬁ+J4—x2

4+ x*
W2-Jd-x*=———— >0
Z 22 +44-x?

donc Vxe[-2;2]: 22 = a2

4.2. Raisonnement par disjonction des cas :

Si I'on souhaite vérifier une proposition P(x) pour tous les x dans un
ensemble E, on montre La proposition pour les x dans une partie A de E,
puis pour les x n’appartenant pas a A.

C’est la méthode de disjonction des cas ou méthode cas par cas.
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Donc : Si on montre que les deux proposition P> ( et P = Q sont vraies (et puisque la derniére
proposition est une loi logique) on peut conclure que @ est vraie.

Application 1

Montrer que pour tout Yy e R -1 < xz.—x+|_1 .

Solution : Soit xeR. Nous distinguons deux cas.
Premiercas : x>1  Alors|x-1|= x-1.
Calculons alors (x>~ x+1)—(x—1)=x*-x+1-x+1

(v—x+1)—(x—1)=x>-2x+1+1=(x—1)*+120 Ainsi x*—x+12|x-]

Deuxiéme cas : x < 1. Alors|x—-1|=—(x-1).

Nous obtenons (x*-x+1)+(x—1)=x*—x+l+x-1=x>20.

Et donc xz—x+12\x—1\

Conclusion : Dans tous les casx*-x+12|x-1|.

Application 2
résoudre dans K l'inéquation (1): \x—]\+2x—3a{]

Solution : soit § [ensemble des solution de(1) 11‘—=I>{J<:>x>i deneig _[4_+T_§'ﬂ[].ﬁ[_[4.+_rf
o4 = ﬁ:; . 1—1_?'| g —‘E [

soit xeX: on va déterminer le signe de : x~1

[z [~00 ] 4 SJIE]—'J.:I] alurs|-1'—f|=-{l'-1}:—.‘t'+1

[z-1 0+ donc linéquation (1)devient : -x+14+2x-320&x22

donc §, =[2 e[ n]-nl]=@
si xe[l;#] alors |r-1)=x-1

| &
donc I'néquation (1) devient : x—1+2v=320&3r-42( finalement: ht kh{

Application 3

Montrer que n(n+1)(n+2) est un multiple de 3 pour tout neN.

Solution : soit n&Mon a 3 cas possibles seulement pour n

n=3k ou n=3k+l ou n=3k+2 aveckel

lcas: n=3

n{n+1)(n+2)=3k(3k+1)(3k +2)=3k" Avec &'=k(3k+1)(3k+2)

Donc n{n+1)(n+2) estun multiple de 3

3cas: n=3k+2

2cas; n=3k+l
1)+ 2)= (3 2) (304 3) 3k +4) =33k 4 2) k1) 3k +4) =3¢

n(n+1)(n+2) = (3 +1)(3k+2)(3k+3) =33k +1)(3k + 2)(k+1) =3k’
Avec K=(3k+1)(3k+2)(k+1) Avec K'=(3k+2)(k+1)(3k+4)

Donc n{n+1)(n+2) estun multiple de 3 Donc. n{n+1)(n+2) estun multiple de 3
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4.3. Raisonnement par contraposition :

Le raisonnement par contraposition est basé sur I'équivalence suivante :
La proposition « P = Q » est équivalente a « hon(Q) = non(P) ».

Donc si I'on souhaite montrer La proposition « P = Q »

On montre en fait que non(Q) = non(P) est vraie.

Exemple1: xeR etyeR
Montrerque : x#2 et y#2=2x+2y—xy—-2#2

Solution : soitxeR etyeR

Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : 2x+2y—xy—2=2=x=2 ou y=2
Ona:2x+2y—xy—2=2= 2x+2y—xy—4=0
=x(2-y)-2(2-y)=0=>(2-y)(x-2)=0

=2-y=0o0u x-2=0 =>y=2 ou x=2

Donc: xz2 et y22=2x+2y—xy—2#2

Exemple2: xR etx=-5

x+2
Montrer que : x#-8 = #2
x+5
Solution : soitxelR etyeR
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
x+2
Montrons que : : T2 x=-8
x+5
x+2
Ona: ——=2=>x+2=2(x+5)
xX+5
=>x+2=2x+10=>x=-8
x+2
Donc: x#-8 >——#2
x¥5

Exemple 3 : Soit neN. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

Solution : Nous supposons que n n’est pas pair

Nous voulons montrer qu’alors »2 n'est pas pair

Comme n n'est pas pair il estimpair et donc il existe keN tel que n=2k+1.

Alors n*=(2k+1)*=4k>+4k+1=2(2k*+2k)+1=2k'+1avec k'=2k*+2keN.

Et donc »? est impair.

Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors »* est impair. Par contraposition ceci
est équivalent a : si n? est pair alors n est pair.
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Exempled : xeR;yek

Montrer que : x# y=(x+1)(y-1)=(x=1)(y+1)

Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=>x=y ??

Ona: (X+l)(y—l)=(.r—1)(y+1):> w-x+y-l=xy+x-y-1

=-2x=-"2y=x=y

Donc : xzy= (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)

4.4. Raisonnement par ’absurde :

Le raisonnement par I'absurde repose sur le principe suivant : pour montrer « P = Q » on
suppose a |a fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P
est vraie alors Q doit étre vraie et donc « P = Q » est vraie.

Exemple1 : Soient a0 et b0 Montrer que si i:i alorsa=nbh.
1+b l+a

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que %:li etazb.
+ +a

Comme ﬁ:li alors a(l+a)=b(1+b)donc a+a*=b+b*d'0l >~*=b—a. Cela conduit a
+ +a

(a—b)(a+b)=—(a—b)Comme a=balors a—b=0et donc en divisant par a-b on obtient :

a+ b =-1. La somme des deux hombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons

L . . a b
une contradiction. Conclusion : si —=——alors a = b.
1+b l+a

Exemple2 : Soit / la fonction numérique définit sur B par: f(x)=x+2x

Montrer qu’il n’existe pas de nombre positif M tel que : Yxek ona: f'(x)SM

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe un nombre positif M tel que :
VxeRona: f(x)sM

F(X)SM = 24+2x <M = 2+ 2x+1< M +1
= (x+1)2 <M +1o (x+1)? <YM +1 o [x+1] <M+

o AMl<x+l< M+l IM+1-1<x<fM+1-1 ¥xeR

Nous obtenons une contradiction car il suffit de prendre : x =M +1
Donc notre supposition est fausse donc : il n’existe pas de nombre positif M tel que : vxcR on

a: f(x)sM
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Exemple3 : Montrer que : V2 g

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que 2@

Donc il existe aeNethel"; tel que Jf:% avec anb=1

ﬁ:%ja:bﬁ:}az:(bﬁ)?
= a*>=2b* = a? est pair = a est pair

TE 2=%:>a2:2bl:>4k2:2b2:>2k2:b2

= b* est pair = b est pair
a
b

Cad : anb#1 Nous obtenons une contradiction

Doncon a: \E: avec a est pair et b est pair

Donc notre supposition est fausse donc N2¢0Q

Exemple4 (Contraposee ou absurde)
Soient a;:b @

1)Montrer que ca+b2=0=a=b=0
2)en déduire que : a+b2 =a'+bV2 =a=a et b=b'

Solution :1) Nous raisonnons par I'absurde en supposant que b =0

a+bﬁ:0:\bx/::—a:>f%:ﬁ

Or a;b @ donc —;— e (Q mais on sait que 2 ¢ @ Nous obtenons donc une contradiction

Donc 5 =0 et puisque : a+5J2 =0 alors a=0

2) supposons que : a+bJ::a'+b’J§ donc r;—a'+bﬁ—b’ﬁ:0
donc a—a' +~/2(b—b')=0 etd’aprés 1)onaura: a—a'=0 et b—b' =0
donc a=a’' et b=>'

4.5. Raisonnement par Contre-exemple :
Sil'on veut montrer qu’une proposition du type Vx eE:P(x) est vraie alors pour chaque x de E |l

faut montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette proposition est fausse alors il
suffit de trouver xeE tel que P(x) soit fausse. Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple

a La proposition VxeE:P(x)
Exemple1 : Montrer que La proposition P:(Vxe[[l:l]):lezx est fausse :
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Solution : sa négation est : P:(>xe[0:1]):x*<x

2
On posant : x:% on aura : (%J <% donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple2 : Montrer que La proposition P:(VxeR)(VyeR):x*+y?2x+y estfausse :

Solution : sa négation est : P:(Ire R)(IveR):x?+ 2 <x+y

2

1 5 6 I .
On posant: x=1 et y=- onaura: 14(%} <1+% cad Z<Z donc La proposition P est vraie

donc P est fausse

Exemple3 : Montrer que La proposition P:(V(a:b)eR?):ya*+b*=a+b estfausse :

Solution : sa négation est : P:(3(a:b) eR2): a2 +b2 2a+b
On posant: a=4 et h=3 on aura : Ja?+b> =16+9=4/25=5 et a+b=4+3=7donc La proposition
P est vraie donc P est fausse

Exemple5 : Montrer que La proposition P:(Vxe[@‘):ﬁlzz est fausse :

Y

Solution : sa négation est : ?:(3xeﬂ%‘]:x+l< 2
X

On posant: x=-1 onaura: 71+i:72<2 donc La proposition P est vraie donc P est fausse

4.6. Raisonnement par équivalence :

Le raisonnement par equivalence repose sur le principe suivant : pour montrer que P est vraie
on montre que « P & Q » est vraie et Q est vraie donc on déduit que P est vraie.

1
Exemple1: Vx>0 x+;22
x2+1 P |

1
Solution: x +—=22 < 224>
X X X

22

2 2
X% +1_220C>x +1-2x 50

2
: — 1
et puisque on a :(“T D >0 donc Vx>0 x+—2>2
X X
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4.7. Raisonnement par récurrence :

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une proposition P(n), dépendant de n, est
vraie pour tout neN. La démonstration par recurrence se déeroule en trois étapes :

1étapes : l'initialisation on prouve P (0) est vraie

2étapes : d’héredité : on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie

3etapes : on déemontre alors que La proposition P(n+1) au rang suivant est vraie

Enfin dans la conclusion : P(n) est vraie pour tout neN.

Exemple 1:Montrer que : Vn e N;:3" 21+ 2n

Solution : notons P(n) La proposition suivante : Vn € N;3" >1+2nr . Nous allons démontrer
par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne M.

1étapes : I'initialisation :Pour n=0 nous avons 3">1+2x0 donc 1=1.

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :
3" =1+42n

3etapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3" =21+2(» +1) ?? c'est-a-dire Montrons que 3" =22n+3??

Ona: 3" >1+2n dapres I'hypothése de récurrence donc 3" x3>3x(1+2n)

donc: 3"'=6n+3
Or on remarque que : 6n+3=2n+3(on pourra faire la différence (61+3)—(2n+3)=4n>0)

donc: ona 6m+3=2n+3 et 3" =2 6n+3 donc 3" 220 +3
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire

VnelN:3" >1+2n .

nx(n+1
Exemple 2: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N™ | 1+2+3+...+n :Q.

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n e N”.

Ix(1+1
><(2 ):2:1 donc 1=1.

1étapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons 1=

W]

Donc P(0) est vraie.

+1
2étapes : d’héredité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 1+2+3+...+n :%)
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
(n+1)x(n+2)
Montrons alors que : 1+2+3+...+n+(n+1):f ??
On a : 1+2+43+. . +n+(n+1)=(1+2+3+...+n)+(n +1)
(n+1)x(n+2)

et on a d'aprés I'hypothése de récurrence: 1+2+3+...+n+(n+1):

J:{n+l)(n+2}

2

x(n+1
donc I+2+3+...+n+{n+l]:w+

(n+l):(n+l)[§+l

4 &

Donc P(n+1) est vraie.
NX(H+1)

2

Conclusion: Par le principe de récurrenceona: VvnelN ;| 1+2+4+3+...+n=
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Exemple 3:Montrer par récurrence que :pour tout entier n>5: 2" > 6n

Solution : notons P(n) La proposition : « 2" > 6n »

1étapes : Initialisation : Pour 7 =5:2" =32 et 6x5=30 donc 2° > 6x5
Donc P(5) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 2" = 6n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 2" 26(n+1) 2?2

Or, puisque 2" = 6n (d'aprés I'hypothése de récurrence)
Donc: 2"x2>6nx2 donc 2" >12n (1)
Or on remarque que : 1272 6(n+1) (2)

Eneffet: 12n-6(n+1)=6n-620
Car: n>5donc 6n>30 donc 6n—6>24>0
On conclut par récurrence que : Pour tout #>5: 2" > 6n

Exemple 4:Montrer que : Yn e N:;»n’ +2n est divisible par 3

Solution :montrons 3k e N/n> + 2n =3k

1étapes : I'initialisation :Pour n=0 nous avons 0’ +2x0=0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité . Supposons que P(n) soit vraie

cest-a-dire: 3k e N/n’ +2n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3&' e N/ (n+1) +2(n+1)=3k" ??

(n +1)3 +2(n+1) =n’+3n +3n+1+2n+2=
:(ﬁ3+2ﬁ)+3n2+3n+3:3fc+3(nz+n+l):3(k+n2+n+l)

:3(k +n+n +1):3ff' avec k'=k +n*+n+1

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Vne N:#n’ +2n est divisible par 3

Exemple 5: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N™ :
TR ,  nx(n+1)x(2n+1)
2. 37+ c :
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Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N".
1x(1+1)x(2+1)_1><2x3_1

1étapes : 'initialisation :Pour n=1 nous avons - =
6 6

donc 1 =1. Donc P(0) est vraie.

: ey Taww o o, nx(n+1)x(2n+1)
2étapes : d’herédite . Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zk = g
k=1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

) 1 2)x(2
Montrons alors que : 12+22+32+...+n2+(rp—r1)‘:(”Jr )X(MJ; i) 7

Ona: 12+21+32+...+.'11+[rz+l)2:(12+22+32+...+u2)+(r.*+l)2

+1)x(2n +1
etona: 12+22+32+...+n1=M d’aprés I'hypothése de récurrence donc
1)(2n+1
P2 434 tnt 4 (n 1) _n(n+1)(2n+1) ]( ” ) (n+1)’
(n41 ( n(2n+1) | ] | { 1(2n+1) +6(n+1]]
=(n+1) +(n+1)|=(n+1)

(e 2

Et on remarque que : 2n°+7n+6=(n+2)(2n+3)

20 +Tn+ ]

n+1)x(n+2)x(2n+3)

Donc : 12+22+32+...+n2+(n+1]2 :( p

Donc P(n+1) est vraie.

., nx(n+1)x(2n+1
Conclusion. Par le principe de récurrence ona : I’ +2°+3* +..+n’° = ( )6 ( )

Exemple 6: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N”
n*x(n+1)2
A

ZF —P+2°+3 4.+ =

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n e N,

1étapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons ¢ :le

donc 1=1. Donc P(0) est vraie.

. e . . Loy mx(ntl)?
2étapes - d’héredité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zk :T
k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

n+l 1 2 2 2 g 1 2 2
Montrons alors que : Zk‘:(wr ) 1(3” ) _{(”Jr )2("”* )] 29
k=1
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n+l

On a: Zk3= " k3+(ﬂ+1)3
k=1 k=1

rrzx(n+l)2

etona: Zi’rs = d’aprés I'hypothése de récurrence donc
k=1

4 4

n+l 2 2 ’ 2
stzn X(H+1) +(H+1)3—(H+1)2[%2+??+1]—(ﬂ'+1)2[” +4n+4]
=t .

—(R—I—I)Z@_(”_ﬂf (”;2)2 _[(ﬁ+1)2(n+2)J
Donc P(n+1) est vraie.

_ L , . - n*x(n+l)*
Conclusion. Par le principe de recurrenceona : neN” | ZF =(T).
k=1

Exemple 7: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N* :
k=n
> (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)=(n+1)

k=1

2

Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n e ™.

1étapes : I'initialisation :Pour n=1 nous avons [+3=4 et (1+1)2 =4 donc 4=4.

Donc P(0) est vraie.
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’'est-a-dire : P(i?i(z.fr+1):(n+1)2
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie. .
Montrons alors que : kzzm(zkﬂ):1+3+5+...+(2n+1)+(2n+3):(n+2)2 ??
k=1

k=n+1 k=n
Ona: Z (2k+1)=

k=1 k=1

(2k+1)+(2n+3)

k=n
et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: Z(2k+1):(;;+1)2
k=1

k=n+1

donc ) (2k+1):(n+1)2+(2n+3):f!2+2n+1+2n+3:n‘2+4n+4
k=1

k=n+1

donc > (2k+1)=(n+2)" donc P(n+1) est vraie.

k=1

k=n
Conclusion: Par le principe de récurrence on a : Z(2k+1):(n+1)2 vnelN'
k=1

Exemple 8:Montrer que : VneN:4" +6n—1 est divisible par 9

Solution :montrons que : Ik e /4" +6n—1=9k

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 4° +6x0—1=0 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

c’'est-a-dire : Ik eN/4" +6n—-1=9k donc 4" =9k —6n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : Jk'e N/ 4™ +6(n+1)—1=9k" 22

4" 4 6(n+1)—1=4x4" +6n+6-1

:4x(9k76n+1)+6n+671236k+4724n+6n+671

=36k+9-18n=9(4k+1-2n)=9k" avec k'=4k+1-2n

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : vVn eN:4" + 61n—1 est divisible par 9
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Exemple 9:Montrer que : Vn e N;7" —1 est divisible par 6

Solution : 1étapes : I'initialisation :Pour n=0 nous avons 7° —=1=0 est un multiple de 6
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

cest-a-dire: 3keN/7"-1=6k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k e N/ 7" —1=6k" 22

7 1=TxT -1=T" ><(6+1)—1 =6xT7"+7"-1=6x7"+6k

7" -1=6(7"+k)=6k" avec k'=7"+k

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : Yn e N.7" —1 est divisible par 6




