Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52

Chapitre Lois a densité (I'essentiel du cours + applications)

Niveaux Bac francais / Bac International

|. Loi de probabilité a densité
1- Densité de probabilité et variable aléatoire

On dit gqu'une fonction f définie sur un intervalle 1 (I © R ) est une densité de probabilité si :

- f est continue sur /
- f est positive sur /
- I'aire sous la courbe est égale a 1 u. a. (unité d’aire).

f étant positive, la troisiéme condition peut se formuler : _]} f(f]dt =1

Application 1

Vérifiez si la fonction f (t) = 2/3 t sur [1,2] est une densité de probabilité

Solution

fe) =0 fest continue sur [1; 2] f:. flt)dt =F(2) —F(1) =1

Donc f est une densité de probabilité

Soit f une densité de probabilité sur I. On dit que la variable aléatoire X suit la loi de densité f sur /, si pour
tout intervalle | C I, la probabilité de I'événement « X €] » est égale a:

PXe]) = J; fle)dt

Remargues :

- P(X € ]J) correspond & I'aire sous la courbe sur I'intervalle J.

- Les probabilités correspondent aux intégrales, et non aux valeurs prises par la fonction f.

-P(Xel= j, f(t:}ldt = 1 (on retrouve la probabilité de I'événement certain)

Esperance : [espérance

, s L, correspond a la notion

L’espérance d’une variable aléatoire X a densité fsur [a; b] est : P
de moyenne

b

E(X) = J tx flE)dt

&

2- Lois uniformes
v" Clest une loi de probabilité a densité caractérisée par le fait que tous les
intervalles de méme longueur inclus dans I ont la méme probabilité.




\

v" L'aire au dessous de la courbe doit étre égale a "1" or cette surface est un
1

’ _ _ * — » N -

rectangle de cotés b-a et {{x) donc (b-a) * f(x) = 1 d’'ou f(x) —

Une loi uniforme est paramétrée par la plus petite valeur "a" et la plus grande
valeur "b" que la variable aléatoire correspondante peut prendre.

Paramétres -oc<a<b < 4oo Loi uniforme continue
Support [a, b] de paramétres a et b
Densité de — poura<zxz<h fix)
probabilité { R -
0 pourx < aoux > b |
Fpnc:ti_?n de 0 pour & < a =7 i
répartition z—a
. pboura=x <b
1 pour & = b
Espérance a-+b
2 =
Meédiane a-+b () a h X
2 Densité de probabiiité
Application2

Montrez que la fonction f(t) =1/2 sur [0,2] est une loi a densité de probabilité
uniforme.
Probabilité :

La probabilité de 'événement « X € [¢; d] » (avec [¢; d] < [a; b]) est alors :

P(X € [c:d)) J‘ 41 d d—c Démonstration => calcul de l'aire du rectangle
Gal= t= de coté (CD) et
c b—a b—a e coté (CD) et fix)
Ex : f(£) =—zisur [0:2]. P{0 <X¢:UJ5):&S"—0:§.

3- Lois exponentielles

Certains phénomeénes naturels suivent une loi exponentielle comme par exemple

l'activité d'un échantillon de noyaux radioactifs
A(t) = AN, e™
A= activité en des/s (bequerel)

N=nombre de noyaux radioactifs a l'instant "t"
A constante de désintégration en s (probabilité de désintégration)

- On a bien alors f;mf(t]dt = f;xle'“dt =1
f(t} = AE_‘:H 'f(O) — AE_AKD =)

Ex: f(t) = 1,575 sur [0; +oo[ est une loi exponentielle.



I A : R 1 11 F ) + s Yo =
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Probabilité :

La probabilité de 'événement « X € [¢; d] » (avec [¢; d] € [0; +oo[ ) est:
d
P(X € [c;d]) = j leMdt=e 4 — g~
C
La probabilité de 'événement « X = ¢ » (avec = 0) est:

+ oo
PX=>c)= J‘ A~ gy A"

Ex: f(t) = 1,5e715% sur [0; 40|
PO<X<2)=e 15%0 g 15xX2 =1 _¢~3
PX z1) =e 151 =715

Espérance:
* 1
E(X)= lim | t xAe #dt ==
x—++00 0 ‘1

4- Lois normales
Certains phénomeénes humains suivent une loi normale comme par exemple des

statistiques sur la taille d'un certain nombre de personnes, le quotient
intellectuelle.....

On obtient une courbe en cloche dont la population se concentre essentiellement
autour de la moyenne.

Modele général

» courbe symétrique par rapport a

» forme de cloche




Rt = r v
.

Pour chaque p, o, il existe une loi normale de moyenne s et
d'écart-type a.

On [a note NV (j1, ).
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Pour le calcul des probabilités, Il n'est pas possible de déterminer une forme explicite
de primitives de la fonction densité de la loi normale centrée réduite c'est pour cela

qu'on utilise la calculatrice

Utilisation de la calculatrice

T
ou "DIST").

Sélectionnez la fonction de distribution normale (normalcdf ou normalFrep).

Accedez au menu des distributions de votre calculatrice (généralement sous "STAT"

+F

. Entrez les valeurs de la borne inférieure (a), la borne superieure (b), la moyenne (W)

et l'écart-type (0) de votre loi normale.

4.

Validez pour obtenir la probabilite. &

Exemple: Pour calculer P(2 < X < 4) ou X suit une loi normale de moyenne 3 et
d'ecart-type 1, vous entrerez 2 pour la borne inférieure, 4 pour la borne
superieure, 3 pour la moyenne et 1 pour l'ecart-type. #



Utilisez la méme procédure que pour le calcul dlintervalle, mais entrez une valeur
trés petite (par exemple, -10"99 ou -1E99) pour la borne inférieure.

Utilisez la méme procedure gue pour le calcul d'intervalle, mais entrez une valeur
trés grande (par exemple, 1099 ou 1E99) pour la borne supérieure. ¢

1. Accedez au menu des distributions de votre calculatrice.

2. Sélectionnez la fonction inverse de la normale (invNorm ou FracNormale).
3. Entrez la probabilité (p), la moyenne (y) et I'écart-type (o).

4. Validez pour obtenir lavaleur de'a’. #

Exemple: Pour trouver la valeur 'a’ telle que P(X < a) = 0.95, vous entrerez 0.95
pour la probabilite, 3 pour la moyenne et 1 pour l'ecart-type. #
Passer d'une loi normale a une loi centrée réduite
Soit X est une variable aléatoire quelconque, soit X une variable aléatoire telle que
_ X-E(X)
o (X)
Alors Z est une loi normale centrée réduite
5- Fonction de répartition

C'est une fonction qui, a tout nombre réel x, associe la probabilité que la variable
aléatoire prenne une valeur inférieure ou égale a x.

F(x) = PX<x)| [P(a<X<b)=F@b)—E@)]| |FF) = f_mf(f}df

Propriétés de la fonction de répartition

v Festcroissantede0al
v' F est continue a droite en tout point

Application 3

Une entreprise produit des dalles en platre suivant une variable aléatoire continue X,
en tonnes, qui prend ses valeurs dans l'intervalle [0 ; 20] avec une densité de
probabilité £ définie par : f(x)=0,015x —0,00075x

a) Démontrer que fest une densité de probabilité sur [0 ; 20].

b) Calculer la probabilité de I'événement E = « La production quotidienne est

supérieure ou égale a 12 tonnes. »
c) Calculer I'espérance mathématique de X.

Solution
a) - f est continue sur l'intervalle [0 ; 20] comme fonction trindme.
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- £(0)= £(20)=0

donc, d'aprés la régle des signes d'un trindbme, f(x) >0 sur [0 ; 20].
- J'uzu f(t)dt 2[0,00?53‘2 —0,00025¢ ]jo =0,0075x20%> —0,00025%x20° -0=1
b) P(E)=P(12< X <£20)
20
= [ f@yar

20
- [0,0075:2 - 0,00025:3]12

0 12 14 16 18 20

=0,0075 x 20> —0,00025% 20° — 0,0075 x 12* + 0,00025 x 12°
=0,352

20
c) E(X)= jﬂ t £()dt
20
- J’u t () dt
20 9 3
:J'u 0,015 — 0,00075¢3 dt
_ [0,005;3 —0,0001875¢* ]zﬁ

=0,005x%20° —0,0001875%20* — 0
=10



