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Les nombres complexes 1

) LENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

On admet qu’il existe un ensemble noté C ses éléments s’appelles des
nombres complexes qui vérifie :

MNRcC

2) On definit dans 'ensemble C deux operations
appelées la somme et la multiplication qui ont les
mémes proprietes que dans K , 'ensemble des
nombres reels.

3) L’'ensemble C contient un nombre non reel note i
et qui vérifie i* = —1

4) Tout nombre complexe z s’ecrit et de facon
unique comme : z = a + ib ou a et b sont des reels
5) Le reel a s'appelle la partie réel du nombre
complexe z ; on ecrit . a = Re(z)

6) Le réel a s'appelle la partie imaginaire du nombre
complexe z ; on ecrit : b = Im(z)

7) L'écriture : z = a + ib s’appelle I'écriture
algebrique du nombre complexe z .

THEOREME :Soient z = x+ivet 2/ =x +i/

(v;v)eR’ et (x;)') € R”deux nombres complexes :

L’ ecriture algebrique d’'un nombre complexe est
unique.

1) L'ensemble R est totalement ordonneg, c’est-a-
dire: (V(x,y)ER2)(x<youy=x)

2) L'ensemble des nombres complexe n'est pas
ordonne.
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II) LES OPERATIONS DANS C.

1) L’addition dans C.

Définition :Soient z = a + ib et z'= a' + ib' deux
nombres complexes.

La somme des nombres complexes z etz est le
nombre complexe noté z + z' définie par :
z+z=(a+a)+i(b+h

On en déduit que : Re(z + z') = Re(z) + Re(z') et
Im(z + z') = Im(z) + Im(z")

L'addition dans 'ensemble C est :

1) Associative :(V( z,, z,, z,) € C°)

((zy +z,)+z,=z +(z, + 2,))

2) Commutative : (V(z, 2’ € C)(z + z'=2' + z)

3) 0 est I'elément neutre pour I'addition dans C :
(Vze(C)0+z=z+0=2)

4) Chaque élement z dans C a un symetrique appele
loppose de znote (-z) ;z+ (-z)=(-z)+z=0

2) La multiplication dans C.

Le produit des nombres complexes z et z' est le
nombre complexe noté z x z' déefinie par :
zxz=(a+ib)* (a'+ib")=aa'+ ab'i + iba' + bb'i?
it =-1

z x 7' = (aa'- bb") + i(ab" + ba')

Z x z=(aa'- bb") + i(ab’ + ba')
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La multiplication dans I'ensemble C est :

1) Associative (V( z,, z,, z,) € C)

((z, X z) % 7= 7, X (2, % z))

2) Commutative : (V(z, z') € C¥)(z % z'= 2’ % 2)
3) 1 est I'eléement neutre pour la multiplication
dansC:(VzeC)(1xz=zx1=2)

4) Chaque element non nul z dans C a un

symeétrique appele l'inverse de z noté : (l ou z )

Eton a :xl_:l
5) La multiplication est distributive par rapport a

I'addition dans C :
(M{ 2+ 2, 2)€ (CS) (z, *ifz +z )=y xr 7 xz)

Regles de calculs dans C

Toutes les regles de calculs qu’on a connu dans R sont vraies dans C.
1)zz=0«<z=00uz=0
2) 2’ =l1et (Vn e N¥)( z" = 2 RZX . XZ )n fois

8)Siz#1alors . S=1+z'+z*>4+..+2" =

Application : Trouver la forme algébrique et
determiner la parties réelles et imaginaires des
nombres complexes suivants :

z, =(2+i)=1+7)+(1+2ip z, :(1+5J§)3

1—3i 1+7 10
= Zyi= Zo =141
I~ T 3=0i w={17)

I3
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Solution :1) car Im(z,) =0

Fo= = e =
N (3-i)(3+i))  9-#* 10

2) 22:(1+f\/§)3:13+3x12x(\/37i)+3x1x(\/?:')2+(«/§i)3 P g
;=——-—==—— donc Re[:l):‘get Im(_-l]:_%

z, =1+343i-3x3-3Bi=-8+0i eR 10 10 5 5

i 1+ (1+8)(3+2i)) 3+42i+3i-2 1+5 1 5
)"4— = = = e I—

“U3o2i (3-2i)(3+2) 948 13 13 13

5 5

5) 2y =(1+1)" =((1+1)') =(+2ix1+2*) =(21)

7, =(2i) =2° xi® =32 (i) xi=32i

est un imaginaire pur car Re(z;)=0

REMARQUES :
Lorsque Im(z) =0, z = a est réel.
Lorsque Re(z) = 0, z = ib est appelé imaginaire pur.

lll) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.
1)L’interprétation géométrique et représentation d’un nombre complexe

Le plans () est muni du repere orthonorme
R(O;u;v) ; et soit V2 le plan vectoriel associe a (P).
Soit z = a + ib un nombre complexe le couple (a, b)
est associé a un point unique M dans le plan (P).
L'application : C — (P)

z+w M(a, b)
oU a = Re(z) et b = Im(z) est une bijection
1) Le point M s’appelle image du nhombre complexe
dans le plan (P), et l'application
2) Le complexe z s’appelle I'affixe du point M
onecrit:z=aff(M) etonécrit: zu=a+ib
3) L'application : C — V2

zw u (a;h)

oU a = Re(z) et b = Im(z) est une bijection
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4) Le vecteur ¥ s'appelle limage du nombre
complexe dans le plan ()

axe des

imaginaires purs

5) Le complexe z s'appelle I'affixe du vecteur # on

ecrit: z=aff(u)onécrit: z.=a+ib

6) Le plan (P) s'appelle un plan complexe
7)a)l’axe (Q;u)s’appelle I'axe des réels

b) L'axe O_iv]s’appelle l'axe des imaginaires
Dans tout qui va suivre le plan complexe est muni

[

M(z=a+ib)

d'un repére R(O;n;v]

2) Les opérations sur les affixes.

a axe des réels

Ona:

1) aff(A)=aff(B)<>A=B
etaff(u )=aff(v)=su=v
2)aff(u v )=aff(u)+aff(v)
3)afflau)=axaff(u)
4)aff(4B)=aff(B) - aff(A) = zB — za

Propriéeté :Soient # et v deux vecteurs dans V2 ;
M et N deux points dans le plan (P) et a« un réel ;

Retenez en particulier la derniére propriété

. 1) Soient [AB] un segment de milieu I ;ona:

ZA-I-ZB

T

' 2) Le barycentrer de 2 points pondérés :

G = Bar{(4, «); (B, B)}ona z, = LR G =Bar{(4, a); (B, B), (C,y)yona:

a+p

_az, + Pz, +72,

3) Le barycentrer de 2 points pondérés : a+f+y

______________________________________________________________________
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3) Condition complexe d’alignement de 3 points
Soient 4, B et C trois points distincts du plan d’affixes

respectifs: z,, Z; et Z,
On sait que :

A, B et C sont alignés < (da € R)( AC=a AB )

o (Aa€R) Ze—Z = a(Zp—Z,))

= (da € R) ( -
Zp T =4 Zp — <4

Propriété :Soient A, B et C trois points distincts du
plan d’affixes respectifs z,, z; et Z

les points A, B et C sont alignés si et seulement si :

Exemple2 : soient dans le plan complexe les
points : 4(2;-3) et B(L1) et C(1:2)
1)Determiner les affixes des points 4 et B et C ?

2)Determiner I'affixe du vecteur AB

3) Determiner 'affixe de I, milieu de [AB].

4)Montrer que les points A, B et C ne sont pas
alignés.

5) Determiner le barycentre de {(4, 2); (B,-1), (C, 3)}
6) Déterminer I'affixe du point D pour que le

quadrilatéere ABCD soit un parallelogramme.
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Solutions :1) l'affixe du point 4 est z,=2-3i

gz, <Zatis 2-¥Hlei_3-2i 3
! 2 2 2 2

1 3 . . - = Y—(2 -3 s i

laffixe du point B est z, =1+i 4y Ze %4 _(1420)-(2-30) _—1+5i

z,—2z, (1+i)—(2-3) -l1+4i
I'affixe du point C est z, =1+2i _(=1+5i)(=1-4i)  1+4i-5i+20
C(-1-4i)(-1+4i)  (=1) = (4i)
Bg—a, =i 20 1.
-z, 17 17 17
zo =(1+i)—(2-3i)=-1+4i

Donc : les points 4, B et € ne sont pas alignés.

2) af f(4B)= af f(B) - af f(4) = z8 — za

8]

6) ABCD est un parallélogramme si et seulement

5)leb tre de {(4, 2); (B,-1), (C,3)} ? B
HE bayeenticde-(64, 20.(8,~1.(C, 3 Si AB=DC cest-a-dire 1z, -z, =z.—z
_ ezt Pz tyz,  2z;-lzpt3z,

—‘G_

C(-I-ﬁ-!-:‘/ a 2-1+3 Ip=ZpotZy—Ig
On en déduit en remplacant par les données :
2(2-3)1(1+1)+3(12) 6 3 1 PErAmP
o 9143 4 2 4 zy=1+2i+2-3i-1-i=2-2i
Exercice 1:

soient dans le plan complexe les points :
A ;B ; C; D E daffixes respectivement :

z,=1+ietz, =3+2ietz . =2-;jetz,=-2i

et z,=2

E

1)Représenter ces points dans le plan complexe
2) Déterminer I'affixe de I milieu de [AB].

3)Determiner 'affixe du vecteur AB

4)montrer que le quadrilatere ABCD est un
parallélogramme
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Solution : 1)

5 1 3+2i+14i 2+31.
onc: Z, === donc ; z, =———=1+=I
g v )
Donc:;(gij
2

I milieu de [AB]. Donc : Al =1IB doncz, -z, =2,z )25 =25-2, =34 - (149) =342 -1-i=24i

4)il suffit de monter que : 4B = DC
Ona:z=2+i

2o = Zo—Fp =2 F—(-20)=2+i

Donc: z; =z, par suite : 4B=DC

Donc : le quadrilatére ABCD est un parallélogramme

IV) LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE.

Définition : Soit le nombre complexe z = a + ib
(a et b sont des reels) ; le nombre complexe b o /

qu'on note z etquiestégaled z=a-ib _ e

S’appelle le conjugué du nombre complexe z [9) \T& ﬂ

Si z estl'affixe de M, - est Iaffixe de M’ du \

symétrique de M par rapport a I'axe des réels. -b

Proprieteé

1)si z=x+iy alors zxz=x>+y?
2)z=z 3) z—z=2ilm(z) 4) z+z=2Re(z)

S)ZER@ZZE 6) zeiR<>z+2z=0
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Exemple1 : Démontrer que S =(1+i) +(1—7) est

un nombre réel.

Solution :On a :

S=(1+7) +(1=i) =(1+i) +(1-7) =(1+7) +(1-7)

S=(1-i) +(1+i) =S

S est donc bien un nombre réel.

Exemple2 : on pose : j:_%ﬂ-?

et S=;"—;" neZ
1)montrer que = j- =]

2)Démontrer que : S €iR VneZ

Solution :1)
2 ) 2 2 2\
a1 :(_lj 1B (B 13 B
2 2 2 2 2 4 4 2
2 1 ‘JE .
:———1—:_}I
2 2

2)il suffit de montrer que : S+S=0

seS=P e - =) ) -7

n

$+5=() -+ (") 7 =) -7 +0) -7

S+8=j —j"+j"—j =0

S est donc bien un imaginaire pur

Exercice 3: Résoudre dans C les equations
suivantes :

1) 2z +iz=5—4i 2) z=2z-2+6i
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Solution :1) zC

donc: IxeR et IyeR/z=x+yi
2z+iz=5-4i o 2(x+yi)+i(x—yi)=5-4i

[2x+y=5

(2x+y)+1'(2y+x]:5—41’<:>12'V+x:_4

)

[2x+y=5 2x+y=5
)
|-4y-20=8" |dy-2v+2r+y=8+5

2x+y=5

13

_3}':13@}’:_3 Donc: § ={2+2i}

14
Donc : X =— par suite: z =E—£f
3 3 3

Donc: § :{113;1

3 3

2)zeCdonc: IxecR et IJyeR/z=x+yi

Z=22-2+6i < x+yi=2(x—yi)—2+6i

A

V) LE MODULE D’UN NOMBRE CIOMPLEXE.
Définition :Soit = = x + yi un nombre complexe

avec xeR et yeR

le réel positif -Jx3+y2 2 s’appelle le module du

nombre complexe z et on le note |z|

| u F F .
-Proprietes : Pour tous complexes z et z' et pour |

i’mut ndans Non a:

PIEREEE R ) :
“z‘—l@zf—l :
D =0=:-0  8)[zx [z |
: |
S I Z| |7 |
16) (=75 et|[—|[=77 siz#0 :
i z |Z| z |Z| l
: |
7) | =|z|n sizz0 et VneZ |
| |
18) |2+ 2| <[] + |2 |
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Exemple : calculer le module des nombres

complexes suivants : 1) z =5(1+i/3)

I+:\/§T

1—i

2) =3 :(14‘3-)(’\!?—1') 3) Z, 2[

Solution :

1) 5] =|-5(1+5) =[5l +iv3] = sv+3 = 10
2) |n|=|a+n) (V3 -1)| =p+alx|V5 -1 =2 xVE =242

R

(Hf,ﬁr

C1-i

1=l _[|1+fﬁ]3 _[\Hﬁﬁ\']s

= =) T

Interprétation géométrique du module

Le plan est rapporté a un repére orthonorme

soit M l'image du nombre complexe z = +iy

avec xelR et ye R on $ ”
1 z)
Yyp-——-—- 3o
a: M(x:y)donc: -l
(x:3) {@} |
.-"‘fj l
[oM| = oM = [+ 37 =] 5 .
S
Donc : |z| =0OM e~ B
Ny
A

Propriété :Si Aet B ont pour affixes z, etz;

alors :

AB|= AB=|z, -z,
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Exemple1 : Le plan complexe est rapporté a un

repéere orthonormé[O;f.f:;) ; les points A, B et C

ont pour affixes: z, =2 etz =1+43i et zp =3+i\3

Montrer que le triangle ABC est équilateral

AB =z, -z, | = L+4Bi - 2| = |1+ 43i] - {(_1}2_+J3—2:JZ:2

AC =|zc —z,| =[5+ 4Bi - 2| =[1+ 31| = (1) +45" =A =2
BC =z, — 25| =[3+Bi—1-3] = 2| = 2
Donc : 4C=AB=BC

Exemple2 : Déterminer I'ensemble(A) des points

Md'affixe 2 tels que : |z-1-2i|=|z-7+2]

Methode1 : Méthode géométrique : Methate] :Methotle alpthnaus:

|2_1_2i|:|2_7+21.|<:>|z_( zeC donc IxcR et JyeR telque : z=x+yi

~(7-2i)

2=T+21| |x+yi-1-2i|=|x+yi-T+2i
Onpose : A(z, =1+2i) et B(z, =7-2i)

<:>|x—1+f(_1‘—2)|:|x—7+z'(y+2)|
<:>|:M—:A|:|:M—:3|<:>Ajvf =BM

1 v 1 1 k) 1 1 1 1
X1 +(3-2) =77 +(042 o (x1 1 (-2 = (57 +(342)

L'ensemble (A)cherche est la médiatrice du i : 5 :
o Sx 2e+l+y —Ay+d=x-14x+49+y" +4y+4

segment|43] & 12x-8y-48=0<(A):3x—2y-12=0
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VI) FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE
COMPLEXE

1) L’argument d’'un nombre complexe
Définition :Le plan complexe est menu d'un

repere (O;u;v) .S0it z un nombre complexe non

nul et M(z) son image. On appelle argumentdu ~ » M)

nombre complexe z une mesure (en radian) de

—

v

a

l'angle (ai;OM ) On le note par arg(z) o=

Propriété : zeC" et yeR’

1)zeR" oargz=7[27] 2)zeR™ < argz=0[27]
3}arg(:}:)sg[zz] si y>0 et arg(iy]sﬂg[br] Si
y=<0

4) arg(-z) = +argz[27] 5) argz = —argz[27]
Exemple : arg(Sf)Eg[Efr] et arg(—Si)E—%[Z?r]

arg(2)=0[27] et arg(-1)=x[27]

2) Forme trigonométrique d’un nombre complexe
Propriété : Tout nombre complexe non nul z a
une écriture de la forme z = |z|(cos6 + i sind)
Qu arg(z) = 6 [2m]

Cette écriture s’appelle la forme trigonometrique
du nombre complexe non nul z
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Méthode pour faire apparaitre 1'argument

Soit z = a + ib un complexe non nul, on a donc

|z|=+a?+b> #0 et par suite :

Or:siarg(z) =

a b
+1
Nazi+b? a2+ b?
8 [2m]

alors : cosﬁ'—Let siné’—L
. NJaz+b? NJa? + b2

Et finalement : z = |z|(cos6 + i sinf)

Exercice11 :
Donner la forme trigonomeétrique du nombre

complexe z dans les cas suivants :

; . 3 1
1) 5=34F 2)5=1-i 3z _.AEL A
6 2
2

Solution :1) || =17 +3 =& =2

' _ | 1 _M(V3+i)

301 _ W
5 =N3+1li=2 £+—;r' :2(cos£+:‘sm£J — \;,\.'_’..f"

2 2 6 6 v " n

. . : o

0 u 3
T v
argz, = —[27:]
6
_ B \/7 \f J_
2) || = 12 +(=1) =42 3) % _?“L_i 36 4
L1 (1 BB .
7, =1 f=ﬁ[%—i%)=ﬁ[cos——wm-} H3_6+2I3[_2+12]3(_ 0053+rsm3]
_ Eton a: sin(7—x)=sinx et cos(z —x)=—cosx
Eton a: cos(-x)=cosxet sin(-x)=-sinx donc:
Donc:

:zzﬁ[cos(}rism(;:]} argz, =——[27] 3:§[:cos[r:—§:|+fsm|7__” J_[cos . +;sm|—]‘
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3) Regles de calculs sur les arguments
Propriété principale

arg (z x z') = arg(z) + arg(z') [2m]

Proprietée Regles de calculs pour les arguments :
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls :
1) arg (1/z) = —arg(z) [2m]

2) arg (z/z") = arg(z) — arg(z') [2m]

3) arg(zn) = n arg(z) [2m]

4) arg(—z) = arg(z) + m [27]

5) arg (z) = — arg(z) [27]

1)Ecrivez les nombres complexe z, ; z, et 7 et

Exemple :on considere les nombres complexes

Sous leurs formes trigonométriques.
. : ) l . 2) Ecrire le complexe Z Sous sa forme algébrique
pe-ig gl d et 2 p e

\ Ly T . T
Z puis en déduire cos— et sm%

Solution :1) z, =3 i

|:1|:\/m=~/_=2

Ona: |z|= 1 +(-1)' =42
_ | 3 i T T i ) i
Donc :4/3 —i l = ;J: [cosg—:sm(S]
. (1 1) ( @ ..«
5 =1 i:-ﬁ'——r—' \E cos——fsm—J
On a : cos(-x)=cosx €t sin(-x)=—sinx i\\/f "/5) A 4 4
\ ( - [
Donc : HI—Z(LOS(—TZJ-{IHH —E)J L —-TT Ty 1——‘“:111‘——" \f:——|
_—T‘co>‘ll-_7_ +zsu1| ; 4‘ \f_l '1“ {:i
U=|:261JT:|><|:2;§:|=|:21;;’T+(%]i|
Z:‘f—I %‘COS‘——'\' ‘+1sm|————|‘ J_‘ cosl— —:sm—” 2
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(= _\E;—l T _s/?T+l
o Donc : COS[E]_ 2 % EJ_ 242
Z_\ﬁ—i_(‘ﬁ")““]_«/§+J§f—f+1_-f§+1”«/§—l e "52“ sm[%]:f‘zl
i (=i)s) 2 ] ) (5%
cos(%}z‘lg:ﬁ
( \ n & Yo
Z:\/’ECOS(E isin| :nglﬂ'@ 1. i 6L
.\ 12 2 sin E]_ 3
2) Applications

2.1 Alignement de 3 points.

Corolaire :Trois points A(a), B(b) et C(c) sont

alignés si et seulement si : arg(z;a] =0[27]
—-a

2.2 droites paralleles

Corolaire : A(a), B(b) et C(c) et D(d)

(AB)|| (CD)si et seulement si al-g[.%JE{}[Zyr]

G~

Qu m‘g{

a—b
c—

d]E}T[Zﬁ]
2.3 droites perpendiculaires
Corolaire : A(a), B(b) et C(c) et D(d)

(AB)_ L (CD)si et seulement si :

o £2)- S 22) -5

C'_

si et seulement si :

(4B: 4€)=(DB;DC|[27] ou (4B;AC|= 7 ~( DB:DC |[21]
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Théoreme : Soit A(a),B(b), C(c) et D(d) quatre

points dans le plan complexe.

Les points 4,B,C et D sont cocycliques si et

c—a b-d
=
b—a c—-d

seulement si :

Cocycliques = sur le méme cercle

eR’

Exercice19 : Dans le plan complexe, determiner
I'ensemble des points M d'affixe z tel que :

52 -2

.~

-

7 —

Soit un imaginaire pur.

Solution : Pour répondre a cette question, on

peut écrire Z sous forme algébrique et dire que sa

partie réelle est nulle ou il suffit de calculer la
partie réelle.
Il faut que z#1 . On note A(1)

zeC donc 3xcR et 3yeR telque : z=x+yi

S2-2 Sz—2+5iy (5o—2+5iw)(a—1-1y)
z-1 az-l+iy (3371)2+y2

7=

(5;::2 —51?—29:+2+5y2)+i[—5my+2y+5my—5y]

(2=1) +¢

7 49 2
& | g—sl| 44 ——t= 20
10 100 5
2
7 5. . 9
Sl E——| + =—
10 100

Il s'agit de I'équation du cercle (C) de centre

(53:3 —7:1:+2+5y2)—33'y
7 =

(:s — 1)‘ + y3
Z est un imaginaire pur
(52? + 59> — Tz +2

(a:—l)2+y2
z#0

0]

(542 + 542 — 72 +2=0
x # louy = 0

-

w(%+0 i) et de rayon 3 :

Le point A(1) appartient a (c).
L'ensemble cherche est donc le cercle (C) privé
de A.
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Exercices20 :

Déterminer 'ensemble des points M d'affixe z tels

z+1—1

Solution :

Premiére méthode (méthode algébrique)
z=x+yi avec xeR et yeR
On doit avoir: z=-1+1

2=2=z-2+4+1
z+1—i:m+l+i(y—l)

z2-2

-2 _
z+1—1 -

=1 1

P+l—ﬂ
L'ensemble cherché est la droite (D) d'équation
y=3-1

Deuxiéme méthode (méthode géométrique)
On pose : A(-1+i) et B(2) et M (2)
AM(z+1-i) dmm|z+l—4=A&f
BM(z-2) donc |z-2|=BM

z-2
z2+1-1

z=2 BM
P

|z+174__ AM

L'ensemble des points M cherché est la
meédiatrice du segment [AB].

=1 —=1 BM =AM

=le-2 =]z +1-4
<:>($—2)2+y2 :($+1)2+(y—1)2
<:>:z:2—4:z:+4+y2:3;2 +2x+1+y2—2y+1

<o 6z +2y+2=0oy=3z-1




