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Nombres complexes 2

[) LAFORME EXPONENTIELLE D’'UN COMPLEXE

1) Notation et conséquence
Soit 8 un reel

i

on pose : cosf + i sinf =¢

Soit z = [r, 8] un complexe non nul,

z =r(cosf + i sinf) = re'

Cette écriture s’appelle la forme exponentielle du complexe non nul z

Tous les résultats qu'on a vus au paravent concernant les modules et les
arguments des nombres complexes non nuls on peut les rapporter en

utilisant la notation exponentielle.

m F r . 9 .9.
Propriété : Soient z =re” et z' =r'ée
i &+6&" dylvl
1) zz' = I”?""E?T( ) 2) z' =r"e™
]- l ig" Z 7 il
o £ (6-6")
3) 7= ¢ 4) =
Z 7 Z 7
_ —1 1 a)
5) Z =re? 6) —z=re "

Exemples : donner la forme exponentielle des

complexes suivants :

N =2 -, =1—if3 3) z;%xz,
z 12
4 — S) (:2)
Solution :1) 7, =2+2i |5|=v2 42 =8 =22 2) 2, =1-i3 |z = () +(—/3) =~ -2

242i= 2((7

—_— | = \/_(COSE‘FTSIDIJ
V2 J 4
Donc: z, =242¢*

5%z,

E AT T
:2\594 x2e 3 :4\594 3 :4\/50 B

3)

Z, Xz,

1-i5=2 [: @):2[;05?,@;]

Donc : =z, =2e
= *
4) 7 _ Zﬁi* _ Q\EE‘ZT?J 2273 — 2 2.1
= 2(’_!? 2
5 w12 "
5)(z,)" = {?] =25 =267
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2) Formule de Moivre

(f*efg )” = (r)” re™’
d'ol : (cos@+isin@)" =cos(nd)+isin(nb)
Application 1

Montrer que s 26 =2sin&cos &

(coséﬁl—ar'sinrfi’)2 =c0s28+isin28
Etona: (cos@ﬂsin@)z =cos’ @ —sin® @+ 2isin Bcos &

Donc : cos® @—sin’ @+ 2isinHcos O = cos 20 +isin 26

Donc : cos2@=cos’ @-sin’ O et sin26=2cosPsind

Application 2
montrer que : cos3@ =4cos’ @ —3cosd

Donc :
7 3 L
(CDSH'H Sin 5) = 0536 +isin 3¢ cos’ @ —3cos@sin’ £9+i(3cos2 &sin O —sin’ 6) =c0s30 +isin36
o 3 T . .1 ;.. " Donc: sin3@=3cos’ @siné —sin’ 8
[cosﬁﬂsmﬁ) =cog' 6+3(cosd) 13m9+30056(zsm3) +isind)
Et : cos36 =cos’® 8 —3cos@sin’ @

= cos’ -3 cos fsin’ 5-H'(3CDSE fi’sjnﬁ—sinaﬂ) — cos® 0—3cos O(1—cos? 0)

Donc :
008360 = cos’ @—3cos@ +3cos’ 6 = 4eos” B—3cos

Et sin38:BCoszﬂsmB—sinsH:S(l—st 9)sm9—sm3 0

=3sind —4sin’ 6

3) Formule d’Euler

Propriété : Pour toutréel 6 on a:

8145' _|_€—16" . erﬁ _e—n‘f?
COS f — = ot SINX =

Démonstration ....
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Exercice1

En utilisant la formule d'euler ..montrez que

l1+cos28&
2

cosZ @ = cos3r9zicos39+%cosr9 5j113(9:_15j1139+25i119

2

g e;9+e—i€
Solution :1)On a : cos x:( ; J

1 2
:(_J (9216 +2ei6‘€—i9+e—2i9)

2
1/ 5 Y 1 cos260+1
:—(82“9+e 2‘8+2):—(2c0528+2):
4 4
. 3 1 - .
" ; 3) sin 9:—251n39+zsuu9 2
2) cos’ @ =—cos38+ " cosf ? 5w
4 4 On A gpa® @
it it 3 1 L
& +e 13 B g . a2 a3 .
cos’ 0= :—([e“a) +3(e"9) ~e“9+3£'"6-(e “9) +(e '5) ] Donc :
2 8 @ -6\ 1
. — T . . ) ] e
1 ) _ _ _ ) smgﬁ:[e al J :f—_((e’s] 73(615) -e’5+3e'13~(e "9) (e ‘e)]
. B g(erm +3620 .o 35 . 120 +€—;35) 2 8
5 1 i i —it i —i —
cos® O :i((ez'BS +€—1‘39)+3(ez'9 4 )) sin® 9:75(893 =3 .7 +36" -7 —e 39)
, L )
) ‘ Siﬂjgiff eﬁgiie—ﬂg)is{eieieﬂ'ﬁ
Ona: e +e™ =2cos(nd) donc: 81( )
Eton a : 2isinne=e" —e™° donc:
1 1 3 3
= §(2‘30539+3x 2cos@) = Z0053‘9 *ZCOSQ :—i(2isi1139—3><2i5i119):—ish136’+isin€
8i 4 4

II) LES EQUATION DU SECOND DEGRE
Propriété :Considérons dans C I'équation
az’ +bz+c= (E) ol a, b et ¢ sont des réels avec a
# Oet soit A =5 —4ac son discriminant
ona:

Si A = 0 alors I'equation (E) admet comme

solution le complexe - = b
2a
Si A # 0 I'équation (E) admet comme solution les
complexes z, = b+3 g Z, = 275 64 8 une
2a 2a

racine carrées de A
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—b—i—A
2a

et -

-2:

Remarque : Si les coefficients a, bet c sont des
réels et A < 0 alors I'équation az” + bz +c = admet

—b+iy—-A
2a

deux racines complexes conjugue z, =

Exemple: Resoudre dans C les equations

1){E}zz—z+2:0
2) (E):zz—z—2=0

3) (E):2° -2z+1=0

2

Solution :1) (E):z’ —z+2=0

A=B ~dac=(-1)’ ~4(2)=-7=(i"7) 2) (E):z*-z-2=0
Donc les solutions sont : z; = 1+;ﬁ =%+ T

Etzz=:_,=——i§  _ass

s S‘{%“'g*%”g} Donc : S ={-1:2}

A= ~dac=(-2) ~4=0

L'équation (E) admet comme solution le complexe

b2 2 1 done: s={l}

2a 2

i

Donc les solutions sont : -,

T |A=b—dac=(-1)"~4(-2)=9=(3)

21_3:_1 e

Propriété :Si I'équation (E) admet deux racines

distinctes z, et z, alors -, +z,

et ;X I, =—

c
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Exemple: soit zeC on pose : P(z)=z" —2z+2

1)calculer : P(1-1)

2)en déduire dans € la résolution de I'equations

P(z]:()
Donc z, =1—i est une racine de de I'équations
e N ,
Solution :1) P(z)=0 etona: z +z, =~ donc:
P(1-1)=(1-i) —2(1-1)+2=-2i-2+2i+2=0 |1-i+z, ::Tz donc z, =2+i—1=1+i
Par suite : §={l-i;1+i}

Exercice2 :Résoudre dans C les equations
suivantes : 1) (22 +9)(z* —4)=0

2) 22 —6z+13=0

Solution :

1) (22 +9)(z-4)=0ssi £ ~4=00u £ +9=0 o > o .13 g

Ssi =4 0u 7’ =9 A=0*—4ac=(—6)" —4(13) =36—52 = (4i)’
Ssi z=440U z=—-/4 ou Zz‘/gi ouz:—\/(;f Donc les solutions sont : -, = i DY

Ssi:z=2ou:z=-20U z=3i oU z=-3i _
Z.=z =32 e e e
Donc : § ={-3i:3i:-2:2} Et z,=2 7 donc {3-2i;3+24

1+i3

Exerciceb:soit . z=—— =
J2+i2

1)Donner la forme exponentielle et la forme
algebrique du nombre complexes =

117

2)en déduire - coslll—; et sin
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—ir 221-; ZZ g —;H—f
Solution :1)z —e gt v e e
2e

143 (l+f\ﬁ](~/5—iﬁ) «/3+J5+;'(\/6—J5]

R REN 4 B 4

 (¥5+2)  (v2-e)

o= p +i y

; 5+ N
L7 (\/:7\/@] ~liz __(JE+J2_) Donc : cosll_]rz—(f ) et sinﬁz(
2) sin Z et cos — 0 f ; 7
12 4 12 4

lILES TRANSFORMATIONS DANS LE PLAN COMPLEXE.

1) La translation
1.1 Définition géomeétrique.
Soit ¥ un vecteur on appelle translation la

transformation dans le plan qui associe a tout Point M du plan

le point M' tel que : MM' =1
1.2 Ecriture complexe d’une translation.

Propriété :Soit « un vecteur de V2 tel que :

en M'(z") si et seulementsi .z'=z +a

aff(¢ )= a ;la Translation t, transforme M(z)

Cette egalité s’appelle I'ecriture complexe de la

translation ¢, de vecteur 4 tel que aff(d )=a
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Exemple: Dans le plan complexe (0;

Ty )
.
—
O
=

considere les points : A ;B ;C d’affixe

respectivement 2, = 3+ ; 75 = 3-5i ; 7. = T+3i
Et soit Z l'affixe de M image de M (z) par la

translation t. tel que aff(4d )= 4-2i

1)montrer que : z'=z+4—2i ( I'écriture complexe
de la translation de vecteur u)

2) verifier que le Point C est 'image de A par

3) determiner $p I'affixe de B’ I'image de B par la

translation .

R 2)ona: z,=3+5i
Solution:1) T(M)=M'< MM'=14u
Donc: 2'= 3+5i+4—2i
= ZM| _le = Zﬂ = Z.M' =Z_M +zﬁ<:> z’ = Z‘|‘Z;&
Donc: z'= 7+3i= 2
& 2 =244 -2i (Iécriture complexe de la

translation de vecteur ) Donc: le point C est 'image de A par .
3)ona:zz=3-5 Donc: 2'= 3-5i+4-2i

< Z": T7-T = ZB-

Donc l'affixe de B’ 'image de B par la translation

best 2y =7-7i
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2) L’homothétie
2.1 Definition geometrique.

Définition : Soient Q(w) un point dans le plan

et k un reel non nul ; on appelle 'homothétie de
centre Q et de rapport k,la transformation dans le
plan qui associe a tout point M du plan le point M’

tel que QM'=EkQM et se note h(Q,k)

2.2 Ecriture complexe d’une homothétie.
QM = kOM < 2w =7 =k(z —7) &2 -0=kz-0)
g’ =kz+w(l—k:)

Propriété: 'hnomothétie de centre Q(w) et de

Rapport k, admet une ecriture complexe de la
forme: z'= kz + w(1 - k)

Exemple: : Dans le plan complexe (O:;) on
considére le points : A d’affixe Z,= 3+5i et soit
7' raffixe de M’ I'image de M (z) par I'homothétie
de centre Q(3;-2)) et de Rapport k=4

1)montrer que : z'=4z-9+6i (I'écriture
complexe de I'homothétie h(Q,k))
2) déterminer < 4 I'affixe de 4" 'image de A par

I'homothétie h(Q,k)
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Solution:1) fiq) (M) =M < QM'=FM  2)ona: z,=3+5i et 2' =429 +Gi

<z =kzy 20 (1—F
M i+ 2o (1-F) Donc:z':4(3+5ﬁ)—9+6z‘
o2=4z4+z(1-4) = 2 =42 -3(3-24)

o 4y — 04 6i Donc z, =3+ 262

3) La rotation
3.1 Définition géeomeétrique

Definition: Soit Q un point dans le plan et 8 un
nombre reel, la Rotation de centre 1 et d'angle 6
est 'application qui Mg
transforme tout point M en
M’ tel que:

QM = QM

(@17.Q177) =o[27]

On la note par : R (QQ, 8)

3.2 L’écriture complexe d’une rotation

QM = QM |23 = Zal =[2a = =l
e e B -~ =
(QM,QM’)EQ[EE] arg{u]zﬁ'[br]
| Zar —20
" Zal 4 & Zyp T Zg _ oi®
< - u T Fa | Zpm ~ “o
ol ZM "o |_ _
Lhmg[.zi,h,,—.zﬂ _]_Q[ZE] &z'=(z—w)e” +o

On écrit que le rapport a pour module 1 et argument e*
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Propriété : La rotation de centre Q(w) et d’angle
6, admet une éecriture complexe de la forme :

f

Z=(z-w)" +o

Exemple: Dans le plan complexe direct (O;E,j‘),
on considére les points : A ;B d’affixe

respectivement 2, = 7+21 : 7, = 4+8i
Et soit £ I'affixe de M’ I'image de M (z) par la

rotation r de centre B et d'angle g

1)montrer que : 2’ =4z + 41+ 12 ( I'écriture
complexe de la rotation )
2) montrer que l'affixe du point C I'image de A

par la rotation rest z, = 10+11i

Solution :7(M)=M'< 2, =€ (23 —25) + 25

.
& 2'=e?(2—4—8i)+4+8

<:’z’=[cos%+isin§)(2—4—8i)+z
2)ona: z,=T7+2i
o2 =i(2-4-8i)+4+8&

Donc: 2" =i(7+2i)+4i+12

=z2'=1z—4+8+4+ 8

S22 =iz +4i+12 Donc: 2'=7i-2+4i+12=11i+10 cqgfd

Exercice6 :Determiner I'écriture complexe de la

rotation rde centre Q (1+i) et d’angle %’T

Solution :7(M)=M' & 2’ = (z —ZQ)+ Zg

+1

wl‘:ﬁ
w[&

](z—l—z’)+1+@'

3
(Z)z'=e£4(z—1—@')+l+i Qz'—(_

2
=

—l+i)z+2+1+1

, 3 .. 37 . .
ez =| cos— + isin — (Z*l*ﬁ)+l+ﬂ e =
4 4
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Exercice? : Soit la rotation » de centre Q (i) et

transforme O en of{\E’H}

2

Déterminer L'angle de cette rotation

Solution:r(M)=M's 7' = em(z —zQ) + 24 el -2

&7 = (z-i)+i Donc : 3;%[2;-:]

Et puisque : r(0)=0' alors : *E; : _¢?(0-i)+i L‘angle de cette rotation est <

|4} Etude de la transformation qui transforme
M(z)en M'(z') telque: z'=az+ b

Propriété1 :La transformation plane f qui associe
a tout point M(z) le point M’ (z')tel que z'= z + b est
la translation de vecteur 4 tel que aff(u )=b

Propriété2 :La transformation plane f qui associe
a tout point M(z)le point M’ (z')tel que z'=az + b
ou a est un complexe tel que |a| = 1 est la rotation
d’'angle a = arg(a) [2r] et de centre Q(w)

b

—a

)

tel que Q(w = l

Propriété3 :Soit a un complexe (a € R). La
transformation plane f qui transforme M(z) en

M' (z") tel que : z'= az + b est |la composition de la
rotation R et de 'homothetie h ; f = hoR ou :

1) R est la rotation d’angle a = arg(a) [2m] et de

b

centre Q(w) ot @ =
ja|—a

2) h est 'homothetie rapport » = |a| et de
centre 0(0)
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Exercice 8: Soit f une transformation plane
qui transforme M(z) en M’ (z') tel que

7'=-2z+3-3i

Determiner la nature de la transformation f
et ses elements caracteristiques

b
Solution : Soit @ = I on a :Le point Q(w) est
—a

un point invariant par f: mzli =
—a 3

2=-2:+3-3 .
Dlow: {w — 2p 433 onfalsantiadiférence on oy - _20)r Donc :f est lhomothétie de centre

obtient : 2’ - @ = -2(z - @) qui se traduit par Q(w=1-1) et de Rapport -2




