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Suites numériques

I) Rappels

1) Suites majorées, suites minorées, suites bornées.
Activité :soit (u” )ncm la suite recurrente définie

uy =10

par: VnelN
T .Jz-f” +2

1- Calculer les 3 premiers termes.

2- Montrer par récurrence que © vneN :0<u,

3- Montrer par récurrence que : VneN : U, <2

2) Montrons par récurrence que | vnelN

O<u,

1étapes : I'initialisation :Pour n=0 nous avons
Solution :1)onau,,, = Jm u, =0 donc O=<u,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence

Pour n=1on a: u, = \Ju, +2 donc u, =2 +2 Supposons que: 0=,

3étapes : Montrons alors que : 0<u_, ??

Orona: un+1:,/un+220
34'32\}\/\/54‘2+2 donc: wnen :0=<u,

3) Montrons par récurrence que :  vneN onas U, 52 dane @, +2L 45 Ju +B<JE
u <2 = .
n

Pour n=0 on a: u, =4fu, +2 donc u, =J§

Pour n=2 on a: u; = \fu, +2 donc

, et 1 s d : I 0=
1étapes : I'initialisation :Pour n=0 nous avons SmeE HesN
Parsuite : : vaneN :0<u,<2

Uy =0 donc HU < 2 On dit que la suite (H,,, )nEN est majorée par 0

Donc la proposition est vraie pour n=0 car u, <2 neN
2¢étapes : d’herédité ou Hypothése de récurrence  on dit que Ia suite (, ) _ est minorée par 0
Supposons que: HH 32 car O0=u, vVnel

On dit que la suite (Hn )”EN est bornée car :
3étapes : Montrons alors que : U ,; < 297 VneN :10<u, <2
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Définition :Soit (uﬂ )HE‘, une suite numérique.
On dit que la suite (u,) _ est majorée s'il existe
un réel M tel que :Vnel u, <M

¢ On dit que la suite (un )na, est minoree s’il existe
unreel mtel que :Vnel m=u,

¢ On dit que la suite ((un )HEJ, est bornée si elle est
majoréee et minoree.

Exercice1 :Soit la suite récurrente (un )"E“ définie
2+cosn .

S Wne

3—5111\/;

Montrer que (H,,, )ndw est bornée

par: u, =

Indication => encadrer chaque terme + faire l'inverse + multiplier

Solutions :Soit neN ona:
—1<cosn<l wvneN et—ISSin-\/Egl
donc:1<2+cosn<3et —1<—sinyn <l

donc:1<2+cosn<3et 2<375in\/_£4

donc :1<2+cosn<3et /

donc : /<32J;f;’i;’_ /

cad : A <u, <3 donc: (u,)_ estbomee

3 S]ll\/_ /

Propriété : Une suite (1, )”EJ, est bornée si et

seulement s’il existe un réel positif M tel que :
Ynel ‘Hn‘ <M
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2) Monotonie d'une suite

Activité2 :soit (H,, )HE” la suite récurrente définie

par . = VYnelN
“n+] = \‘un +=

Montrer par récurrence que u, <u_ , VnelN

Solutions :1étapes :ona 1, :,/uo 1=\

Pour n=0 nous avons 4, =1 donc u, <.

Donc [a proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: u, <u

n+l

3étapes : Montrons alorsque @ u,,, <u, ,??

n+l —

ona:u,su,, doncu,+2<u, +2

i+l

: y o)
done : i #2 =<1 . +2 donc i, St .»

n+l

Parsuite :: wneN u,<u,,

On dit que la suite (#,) _ estcroissante

Définition :Soit (HH )nd une suite numerique
On dit que la suite (2,) _ est croissante si:
VYnel Ymel m=n—u, <u,

On dit que la suite (M.?1 )nar est decroissante si:
VYnel Ymel m=n—u, 21U,

On dit que la suite (M?1 )nar est monotone si elle

est croissante ou décroissante sur 1.

nel U, = U,

seulement si: Vnel U, =U,

Théoréme :Soit (2,)  une suite numérique.
nel

e La suite (H.n )HE] est croissante si et seulement si:

e Lasuite (u,) _ estdécroissante si et

Exemple1 :soit (H” )mcﬁ, la suite définie par :

n k
u :ZZ— VnelN”
8 k
k=1

Etudier la monotonie de la suite (1, )

nel*
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Solutions :

n+l 2?C n 2f€ n_ ok 2n+1 n 2k
”n+1_uun= T = ;+ i 5o

ak mk T4 ntl TSk

u,,—u, = =0 Donc:u,<u,, YnelN

n+1

donc la suite (u-,, )new est strictement croissante

3) Suite arithmétique et géométrique

Définition1 :On appelle suite arithmeétique toute

suite (Hn )nEI définie par son premier terme et par

la relation récurrente :Vnel wu,,=u, +r

Ou r est un réel fixe. Le réel r s'appelle la raison

de la suite (u-n )HEJ,.
Propriétés : d’une suite arithmétique.

Soit (un )nefune suite arithmetique de raison r et

u, l'un de ses termes.
) u,=u, +(n—p)r Vnel

2) s, =u, +u,  +..+u, :@(u‘p ‘an)

Démonstration:

Sn=Up+ Up+1 + Up+2+ ....... A+ Un
Sn=Up + Up+r + Up+2r+........ + Up+(n-p)r
Sn=(n-p+1)Up + r(1+2+3+...... + Nn-p)

Sy=(n-p+1)Up + “ERRE)
Sy=(n-p+1)Up + “ERORE)

Su= (n-p+1)( Up + “22

)(ZUp+;(n—p))
Up+U
Sn= (n-p+1)(=2—=)
NB: pour comprendre le nombre de Up il suffit de prendre un exemple ou p=2 et n=5 on a 4 Up
c'est-a-dire 5-2+1

Sn= (n'p+1

NB:
La suite de gausse
Se=1+ 2 + .4+n=n+{n-1)+....+1 =

n(n+1)
2Sp=n(n+1) Sp= >
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suite (u,), -

Définition2 :On appelle suite géométrique toute

suite (un )" définie par son premier terme et par la

relation récurrente : u_,, =qu_Vnel ou qest
un reel fixe. Le réel g s’appelle la raison de la

Nu,=q" *u, Vnel

Sig=1alors: s, =(n—p+1)u,

l_qn—pﬂ

Sig#1lalors: s, =u,—
=g

Propriétés : d’une suite geoméetrigue
Si (un )HEI est une suite geometrique de raison ¢

et si p est un entier naturel alors :

2)S, =u, FU, U, U, U, U,

Démonstration:

Sn=Up+ Ups1 + Upiot....... A+ Un
Sn=Up+ qUp + q°Up+....... +q"PU,
Sn=Up[g + Q%+....... 49"
qaSn=Up[ g+ d°....... + g
Sn-aSn= Up[1- ¢"P*']

Exemple2 : calculer en fonction de n la somme
suivante :

Solutions :1)on pose : u, :{%]
Ona: (”n )n une suite géometrique de raison

1 U 1
qg=—=Car: *=—Donc:
2 u, 2
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II) limites d'une suite
1) Activités :
Vers quelles valeurs ces suites s'approchent quand n devient de plus
en plus grand ?7?7??

1 4=
2 - u =1+
u =1+n u,!=l—~./f? e "o

Propriéte :(limites de référence)
Les suites (n);(n*);(n”) peN"; (J;)

tendent Vers +=< en écrie ;. lim n=+o et

H—+a0

lim #* =+ ; lmn? =40 peN et lim i =+

H—0C H—+0C n—»+oo

Propriété :(limites de référence)
. 1 1 1 1Y (1
Lessuites | — |[;| = | :|—=|;: | — || —F=
[NHJ ’(ff}’ (HPJ’(«/EJ

tendent Vers += en écrit : lim l =0 et

H—+0 n

]jmiz:{] : ll'mizoluem== et ]ij:(}
n—+® § n—s+w ¥ n—}-H:DJ;

Définition 4 :1) Une suite qui tend vers une limite
finie [ s'appelle une suite convergente.
2)Une suite qui n’est pas convergente est une

suite divergente.
Exemples : 1) les suites : [lj[%J (i})
n n n

1
(ip) [—J sont des suites convergentes
Iy

Jn

2) les suites : (n);(n*“) peN"; ('\/;) (cosn);

((—l)" ) sont divergentes.
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Theoreme :Si une suite (un )MEN

finie [ cette limite est unique

admet une limite

Opération sur les limites des suites

limu, [ I +0 -0 (0
limv, [ +o0 -0 +00 -0 +o0
im(u, +v,) | (4] | 40 | = o0 = | Formes indéterminées
lim u,, [ [>0outw [ <0 ou=oo +0
limy, [ to | = fo0 =00 0
im{uy Xvy) | LI | 40 | =w - oo | Formes indétermindes
limu, [#0 0* 0” +a0
lim (i) E e P 0
Up/ l
lim, || [>0oute | [<0ou=o0 0 $m
imy, | (#0 |0 | 07 | OF | O 0 1w
lim H_‘") l $00 | =0 | =0 | foo | Formesindéterminbes | Formes indéterrinées
w, | |

Exemple : Utiliser les Opération sur les limites
des suites pour calculer les limites suivantes :

; 2 2 5
1 fime " = o1 D) Iim[—3+lj(1+iJ
nmo 3, 3n n —— n -J;

- 2
3 limn —n
H—X

4) lim «/n —2n
G} tim A~ —3In—-7

5) lim 4n’ -2n-5 -
n—+m n—m 3n 45

7) limn®-3n+2-n

H—+on
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Solutions :
Mo, 2 B F ar s _
) lim—-—+5-1=0-0+0-1=-1 3) limn"—n directement on trouve une
o3 3non N>+
2 . i s
Car: im—2_—g et lim—=0 et hmiz:o forme indéterminée  (+00—0)
,,,.m@ n-+n 3 n—+0 g

1 5 lim n* —n= lim n(n—l) =400
2) lim [—3+—j[l+i]—{—3+0](1+0)—(—3)(1]——3 ne Ao
' ! v Car: limn=+w et m n—1=+x et

Car fiml-get fim o =0
n =N +00 X 400 = +00

4) lim Jin-2n directement on trouve une forme

= 9 - ) 2 5
e Im 4n"-2n-5=lmn" | 4————
indéterminée  (+0-0) b n>+m non’
’ ; : = 2 . —5
lim &-2:1:11111&(1-2@):-00 Et puisque : fim-==o0 et m =0 et
n—3+0 n—+m n—m g o i /i
. ) D
Car: fim i =+ €t ]jj]l(l—z\/r;):—oo et lim 7 = 40
o N0
- 2
- e _5: o
00X —00= -0 Alors : }_1{1){304n 2n +oD
7)
6) [-an—3H+2+n](~\fn2—3n+2—n)
o 37 37 lim N’ —=3n+2-n= lim
at-zm-1 (4 E_n_’] . [4_5}_‘] s 7 S [\)F?*—3fr+2+n)
n—)lﬁc 3 2+ﬁ :v;ll}l}}o 5 5 :nlllb-}«}c 5 :E
o ”'(H?;_z} (3*‘}?_2] . ams n*=3n+2-n’ “3n+2
: = .

_ e nT =3n4+ 240 W 3 2
car: fim-2-0 et fm=l=0 et lim-=0 v J;f[1——+—2}+n
1w g n—o n—+o p” i I

n[—3+g] _34+=
= lim n n 3

Remarques :1) La limite d’'une suite polyndme en
est la limite de son plus grand terme

2) La limite d’une suite rationnelle

en est la limite du rapport des termes de plus
grand degre
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Exemple : calculer les limites suivantes :
1) lim 4n° —=50% +3n—1 2) lim 62’ =20 +7n—9

n—+a0 =+
. 9n-3 . 6n° -9 Tn2
3) lim = 4) hm — 5) lim ‘;”—H
n—>+e 3 4+ 5 n>+e 34+ ] n— 145" —5n+9
2
6) i _AEl

e’ +3n—4

Solutions :

1) lim 4n#° —5n° +3n—1= lim 4n° =+

2) lim6#° -2 +7n—9=1lim—2n° =—w0
n—staw n—+oo

3 i TS iy PP i
eIy 5 n>e3p 3
4) iim 61’ =9 - 6n’ 3x2xnxn

= — =lm —————=lim 2xn=+w
n—+o 341 n—io Jp n—»+wo 3In n—+xo

; 7n?+1 3 5 Tuxn 5 1
5) lim ————= lim =lim—=1lim —=0
eHE gy —5SH+ 9 e ldy rrieldpxpnxXn " 2n

-

6) " no+1 .o . nxn ’ i
lim ————=1lim —=1lm————=lim =0
ndiop” 3 —4 aop nEE X PXAXAXA  nEE g

Théoréme 1 :Si la suite (u,) _ est définie

d’une fagon explicite u, = (1)) alors :

lim u, = lim f(x)

A=}00 K=+

Théoréme 3 :Soient (u, )HEH et (v, )HEH deux
suites convergentes tels que :
(AN € N)(Vn > N)( v, <u,)Alors : IImy, <limu,

Théoreme 4 : (critéres de divergence1)
Soient (u,),_ et (v,),., deux suites numériques

tels que (AN e N)(Vn> N)( v, =u,)et

limv, =+ on aalors : limu, =+

Indication => écrire la définition de la divergence de V, + noter le rang N1 a partir duquel elle diverge puis
noter le rang N2 a partir du quel Un>Vn et prenez le max entre eux
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Exemple : Soit (Vn )neﬁune suites tel que :

n

v :2(—1)” +§N2 +2  VnelN

n' VneN

| =

1)montrer que : v, =

2)en déduire : lim v,
H—+o0

Solutions :1)ona: (-1)'>-1 VneN

Donc : 2(-1)" =-2 donc 2(4]”%,,%224%,;%2
4 , .
Donc : v, 25.4 VnelN

2)ona: v, 2%# vneN et 11'111?112 =40

Donc : nlig)lov,, =+%  daprés : Théoréme 4

Exercice6 : Soit (v" )HE[! une suites tel que :

v =Jn+3sinn - WneN

calculer - lIm v,
n—+0

Solutions:ona:sinn=>-1 Vel

Donc : 5sinn >-5 donc v, 23n-3

ona: v, 23n=5 YneN et lim3n—5=+

Donc : }EEOV,, =190 daprés : Théoréme 4

on a alors : limv, = —©

Théoreme 5 : (critéres de divergence2)

Soient (un )HEH et (vn )HEH deux suites numériques

tels que : (N € N)(Vn > N)( v, <u, ) et imu, =

Méme démonstration mais avec le min

Exemple: Soit (v, ) _, une suites tel que :

v =—4n+3cosn  VneN

calculer : lim ¥,
H—»+4o0
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Solutions :ona: cosn<l YneN
Donc : 3cosn <3 donc v, <—4n+3

ona:v,<-4n+3 VnelN et lim—4n+3=—x

Donc: Im v, =—o0 d’aprés : Théoréme 5
n—>te0

Théoreme 6 : (criteres de convergence)
Soient (”n )nEH et (v” )nEW deux suites numeriques

et L un réel. tels que:

u, —1

<y, Vnzp

et limv, =0alors limu, =/

H——+ H——+00

Exemple2 : soit (u, ) la suite définie par -

smn
u,=3+—— VneN
n

calculer : limu,

R—+0
_ sin 7
Solutions : ona: #, =3+—;
n
sin si
donc: u, —3= 3" donc : |u, —3|= gm}”
n 7

donc : |M,, —3| < n% car : |Sinn| <1

et puisque : lim%:O alors : limu, =3
n

=0

Théoreme 7 : (critéres de convergence)
Soient (Hﬂ )nEH Et (v-’i )nEH Et (H)n )J‘IE” des SUiteS

numeériques et l un reel. Tels que :
w <u <vet Vnzp et r?]1'111 v, =lmw, =/

—+00 H—+00

Alors : (”n )HEI%I est convergente et lim u, =/

H—s+00
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Preuve => il existe un rang N1 tel que l-a <Vn<Il+a mais on sait que pour tout n on a Vn<Un donc I-a <Un
a partir de N1...de la meme facon a partir de N2 on a Wn qui converge donc lI-a<Wn<I+a mais on sait que
Un<Whn donc a partir de N2 on a Un<l+a donc a partir du max (N1,N2) on a Un qui converge

Sin 7

Exemple : calculer : lim

n—F+x0 H

Solutions :ona: —1<smwn<l VYnelN

Donc: Zl.sinn 1 vy eN*
H n H
T B | .. sinn
Orona:lim—=lim—=0 donc: lim =0
n n R—r+0 n

Théoreme 8:1) Toute suite croissante et majorée
est convergente.

2) Toute suite décroissante et minoree est
convergente

Théoreme 9:1) Toute suite croissante et non
majoree tend vers +o0

2) Toute suite decroissante et non minorée tend
Vers —w

Exemple : Soit (v, ), _, une suites tel que :

_ 4
v, =v,+n  VYnelN

et v, =1

montrer que : 1Im v, =+00

n—>+0

Solutions:ona: v, -v,=n"20 VnelN

Donc : (vn )Hemest croissante : 4
Donc: limv,,—v,=0o0rona: v, —v,=n
. . n—+
Montrons que (V,, );@4 est non majorée ? _ _ )
Donc : limv,,, —v, = lim »" =+ absurde(+o=0)

A=+ n—s+xp

Supposons que (v” )”é__[ est majorée

donc (v,) _ estnon majorée et croissante

Donc: (v,)  converge versun /e R )neN

limv =/

n—+

donc: llmv, =+

A—r+x

Donc : limw, =/ eton a aussi
H—+
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Suite de Ia forme : v, = [ (u,)

(3N € N)(Vn > N)( u, € I)

H—+00

Alors nliﬂ}of(“n):f(”

Théoreme :Soit f une fonction continue sur un
intervalle I ; et («, June suite numérique telle que

Si lmu, =[ et f continueen/

Exemple : Soit (Vn )neﬁJ une suites tel que :

’2 ]
y, = = Zn VYnelN
3n“+4

Calculer lim v,

=400

2n” —n+1
Solutions : on pose : u, :%
3 +4
Donc: v, = f(u,) avec: f(x)=+/x
2n° —n+1 2n* 2
Ona: limu,=lim=——""— |im =—=2=
n—>-+o0 n—+e 3InT + 4 n—=+ 3 3

Et f est continue en %

Donc : lim v, :f{EJ:\]z
n—s+xo 3 3

limite de Suite de la forme : a" et n”

Proposition : «eR
1a)si a>=1 lim a" =+w

b)si -1<a=<1 lima" =0

n—+x

c)si a<—1 (a") n'a pas de limites

2) limn” =+ si peN”

W,

Preuve :1) a)a-1&a=1+a avec a>0
Donc: o’ =(l+a)” 21+na d'apres linégalité de
Bernoull

Donc: a" zna et puisque lim ng =+

=

alors: lima" =+x0

=0

b)si —1<a =<1 alors |a|<1 donc: |L>—1
ol

donc : lim[ﬁ]":m donc : lim |a”|=0

donc : lim &” =0

c)si a=—1 alors : nl_i{gﬂln"|:nﬁ;&|a|" =+eo car |a| =1
mais a” change de signe donc (n”) n’'a pas de

limites
2) m »? si peN" ?

Ona: nf=n car pe N~ et puisque : lim 7=+
>0
alors : lim #? =+
>roo
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Exemples : calculer les limites suivantes :

lim 2" ;]jm[zj ;]jm(—S)"

H—e+i0 n—+o 3 A—+0

Solutions : lim 2"=+o0 car g=2>1

2y : 2
lim|Z|=0 ¢ar -l<a=—<l1
n—m .3 3

(-5)"  Napasdelimites car a =—5<—1

Exercice10 : calculer les limites suivantes
lim (0,7)" ; lim (v2)" ; lim (-2)" ; lim (4)”

H—p+00

lim (S): : h’m(s)”—in: hm—(3)"+£2)n
Sy g

Solutions : lim (0,7)" =0 car —l<a=0,7<1

4 lim (5),, = lim [éj =+op Car a=é>l
lim 42" =+e0 cara=+2>1 no (4 el 4 4
n—+oo
n 1
lim (-2)" N'a pas de limites car a =—2 < —1 lim (3) _ZL"=+00_0=+U° car a=3>1et —-1<—<1
lim (4) " = lim Ln: lim (l] =0 ear=} <a=1<I lim () () = lim G) +—(2) = lim {i]"+1:4ﬂ-ﬂ+1:m
n—+m n—4e0 (4) n—s+e\ 4 4 e (2)n "ﬁm(Z)N (2)n asim| 9

Suite de la forme : u,,, = [ (u,)

Théoreme :Soit f une fonction définie sur un
intervalle I et (z, )une suite numérique telle que

a) f est continue sur I

b) f(I) < I

) (Vn € N)( 1, = (1)) Alorsla suite (u,end vers | sluton de

d) u, €I (donc (vn € N)( u, €1)

e) (u,) est convergente I,équaﬁon f(%) =X
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Exercice11 :Soit la suite (u,) définie par : u, =1

et u,,=f(u,) ol f(x)= lﬁ;x

1) Etudier les variations de f sur / :[0,1]
et Montrer que f(7)c’

2) a) Montrer que :(Vn € N) u, € 1 =[0,1]
b) Montrer que la suite (u) est croissante, puis

en deduire qu’elle est convergente.
c) Calculer la limite de la suite (u,)

2) a) montrons que ((vn € N) O<u, <1

e ona: 0<u,<lI lappté est vraie pour n=0
’]—I—x ‘
Solution : 1) f(x): T e supposons que : 0<u, <1

<17

n+l —

¢ montrons que : O0<u
La fonction f est croissante et continue sur
f ona: 0<u,<l donc u,el=[01]

I=10,1{ donc:
[ " ] donc: f(u,)ef(I)cI donc: u,, €[0,1]
f(f ([O l]) [f 1)] { :|C[0, 1] donc: 0<u,, <1
Conclusion : (Vvn EN) 0<u, <1
, —2(u, 1 -
14+u ona .lJrzf,f,,ﬂV2 2t w1 (x, ){H"JFZ}
2)b) u, ,—u, = 5 L —u, S "= > - >
Etpuisque : 0<u, <l alors: u, , —u, =0
" —u = ( L+u, n 2 }{ ! Donc : la suite (u, ) est croissante
n+l n ]
2 l-H!n tu et puisque : (u, ) majorée par 1 alors :
2 " (u,) est convergente.

c) (u,) est convergente et la limite est solutions
de I'equation f(x) =

donc: /=f(l)=li= #@222—3—1:0

donc: /=1 ou !:—% et puisque : 0</<1

-

donc: limu, =1

R—400
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Propriété : Toute suite convergente est bornée

Démonstration => si elle converge alors les termes a partir de N1 sont dans I-a et |+a donc bornée les
autres pour n<N1 forment un ensemble fini et non vide donc borné...donc la suite est bornée par le max
de |+a et la borne sup et par le min de |-a et la borne inf

Exemple: Soit les suites numériques (u, ) et (v,)
n l ]

définies par: u, =» — etv, =u, +—
— n

VneN’

1) Montrer que la suite(u”) est croissante et que

la suite (v,) est décroissante.

H

2) calculer : lim v, —u
n—+xo

Solution :
|
1) u,,,—u,=——=>0donc: (,) est croissante
(n+l)
Vi =V, = Uy —U, + L]
n+l n T+l n ??+]. n
2 1
(ﬂ+l) n+l n ﬂ‘(?’.‘-l—l)

donc : (v,) est décroissante.

. .1
2)ona limv, —u,=lim —=0

H——+00 H—+X0 37




