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Barycentre dans le plan

I/ Barycentre de deux points
a) Définition

_ Théoreme et définition
Soient A et B deux points quelconques, a eﬂ deux reels.

Il existe un unique point G du plan tel que aGA —3@ = 0 si et seulement si a+/3 + 0.
Ce point est appelé barycentre du systeme de points pondérés (A, a); (B, 3). On note

G =Bar{(4,a):(B,3)}.

Exemple : étant donnés deux points A et B, placer G = Bar {(A, 2); (B, 1)}.

G =Bar{(A.2);(B,1)}
@zﬂ—fﬁ:ﬁ}
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b) Propriétés

Dans tout le paragraphe, A et B sont deux points quelconques, a et [# deux réels tels que
a+f#0et G=Bar{(A.a):(B,f)}

Homogénéité

Propriété

Soit &k un réel. Si k £ 0 alors G = Bar {(A, ka) ; (B, kf3)}.

Position du barycentre

Propriété

FA et B sont distincts alors G € (AB). Autrement dit, A, B et G sont alignés.

Si, de plus, a et 3 sont de méme signe alors G € [AB].
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— — L, )
Les vecteurs GA et GB sont donc colinéaires et GG, A et B sont alignés.
De plus, on a obtenu au cours de la premiére démonstration le résultat suivant :
i

ic-_P a8

=t

4 L

Démonstration L .
|_G' =Bar {(4,0):(B,0)} <= aGA +8GB =0

or si a et [ sont de méme signe alors

o]
—— est positif et inférieur a 1.
" a+ 8
Ainsi G € [AB]. \

__ Propriété

Réciproquement, si A # B, tout point de la droite (AB) est le barycentre de A et B
affectés de coefficients bien choisis.
— Démonstration \ _
Si M € (AB) alors AM et AB sont colinéaires donc il existe un réel k tel que
AM =EkAB.
On a alors :
AM = kAB <> AM — kAB = 0 —> AM —k(AM + MB)=0
<> AM —kAM —kMB =0 < (k—1)MA —kMB =70 \

De plus, k—1—%k=—1#0donc M =Bar{(A,k—1);(B,—k)}.

Isobarycentre
Propriété

Si a = f3, alors G est appelé isobarycentre de A et B. G est alors le milieu du segment

[AB].

Réduction vectorielle

— Propriété

(Quel que soit le point M, a'ﬂfA: — ,.ﬁ'ﬂIB = (a + ;3’}.-"\1"@.

Indication => intercaler le point M dans ["expression du barycentre

c) Coordonnées du barycentre

_ Propriété

ra+ frp aya+ Pyr
Si G =Bar{(A,a);(B,3)} alors G (m_,; *fzp, aya yB)

Soit (O;¢',7") un repere du plan. Soit A(z4;ya) et B(zp;yp).

o+ J ? a + j

Dans un repeére de 'espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.
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Démonstration
|_Quel que soit le point M, on a aMA + SMB = (a+ )MG.
Cette égalité est donc valable en particulier pour M = O.

On & donc aOA + BOB = (a+ B)OC soit 0G — —>_04 +—>_oB
o+ .lj a + ."3
Les coordonnées de OA sont (ii) et les coordonnées de OB sont (ii)
YA !

A— oz + B ap acatfzg
On en déduit que les coordonnées de OG sont “’Z-ﬁ ’ “5’3 = ayf:igy -y \

atpYA T o1pYB ot

Dans un repére du plan, on a A(3;-2) et 5—1; 4). Déterminer les
coordonnées de G barycentre de (4, 2); (5, 3).

2xza+3xzp  2x3+3x(-1) 3

i 2+3 - 5 5
_2xya+3xys _2x(—-2)+3x4 8
Ha= 243 - 5 ~ 3

Alinsi G(3/5,8/5)

II/ Barycentre de trois points
a) Définitions
_ Théoréeme et définition
Soient A, B et C trois points quelconques, a, § et # trois réels.
+ d ? —

Il existe un unique point G du plan tel que aGA + fGB +~GC = 0 si et seulement
siat+f4+7#0.
Ce point est appelé barycentre du systéme de points pondérés (A, a); (B, 3); (C.7). On
note G = Bar {(4,a);(B,0);(C,7)}
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Démonstration
|_Quels que soient a, 5 et v :

aGA + BGB 4+~9GC =0 < aGA + B(GA + AB) ++(GA +AC) =10

< aGA + BGA + BAB 4+ vGA +vAC =10
s (@a+ B8 ++)GA = —BAB —4AC
— (a+ [+ “{)E = Jﬁ — “,fA_C‘}
1/ Si oo+ 3+~ 5 0 alors I'équation équivaut a
AG=— +3+ﬁr,43 + a%g%w
Le point & existe et est unique.

—

2/ Si oo+ 3+~ = 0 alors 'équation équivaut a ﬁAB + ,-}E = 0

E— — £os 8
Cette n’équation n’admet pas de solution si FAB +~vAC #£ 0 et en admet

une infinité si ﬁzﬁ — ,}.ﬁ = B |

b) Associativité du barycentre

— Propriété

Soient A, B et C trois points, e, 3 et 7 trois réels tels que a+ f+v#0et a+ 5 #0.
G =Bar {(4,a);(B,B);(C,7)}

o H =Bar{(4,a);(B,B)} |

alors G =Bar{(H,a+f);(C,7)}

— Démonstration

G =Bar {(4,a);(B,5);(C,7)}
H =Bar{(A4,a);(B,5)}

Supposons que

On a alors : ‘

(a+ B)GH ++GC = aGH + BGH ++GC = aGA + aAH + BGB + BBH ++GC
:a(ﬁ +,:3@ J;—"'(T:)—E-CXA—HZ +,-‘3ﬁf) =8

i

=0 =0

G = Bar {(H,a+ f);(C,7)} |

Construire G = Bar{(A4, 4); (B, -5)}

Conclusion :

Solution : G = Bar{(A, 4); (B, -5)} donc :
44G-5BG=0
4@+5(@+E):6@—4@+5@+5@:6
< GA+54B=0< AG=54B

Donc le point Ge(4B)

B

+
&

A
s

.
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c) Propriétés

Dans tout le paragraphe, A, B et C' sont trois points quelconques, a, /3 et + trois réels tels

quea+f+7+#0et G=Bar{(4,);(B,A);(C,7)}

Homogénéité

Propriété

Soit k un réel. Si k # 0 alors G = Bar {(4, ka) ; (B, kB); (C,kvy)}.

Démonstration
|_Si k #£ 0 alors :

'.
ri_

G =Bar{(A4,a);:(B,B);(C,7)} — aGA + GB +7GC =0
< k(aGA + BGB +7GC) =k0
< kaGA + kBGB + kyGC =0

< G =Bar{(A4,ka);(B,k3);(C,kvy)} \

Position du barycentre

— Propriéte
Si A, B et C ne sont pas alignés alors G € (ABC). Autrement dit, A, B, C' et G sont
coplanaires.

— Démonstration

G = Bar {(A,a);(B,8);(C,7)} <= aGA + fGB +7GC =0

Les vecteurs GA, GB et GC sont donc coplanaires. Ainsi les points 4, B, C' et G \

sont coplanaires.

Propriété
Réciproquement, si A, B et C ne sont pas alignés, alors tout point du plan (ABC) est
le barycentre de A, B et C' affectés de coefficients bien choisis.

Tout vecteur du plan s'exprime de facon unique comme combinaison linéaire d'une base de deux vecteurs

Démonstration
I_Si M € (ABC) alors il existe des réels k et k' tel que :
AM =kAB 4 KAC = kAM + kMB + K AM + KMC

On a alors (1 —k— K)MA + kMB + ¥MC =0
donc M = Bar{(A,1—-k—FK');(B,k);(C,K)}.
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Isobarycentre

Propriété

Sia= [ =+, alors G est appelé isobarycentre de A, B et C'. GG est alors le centre de
gravité du triangle ABC.

Indication => écrire la relation du barycentreavec @ = 7 = V. => GA+GEB+GC =0

Réduction vectorielle

Propriété

Elel que soit le point M, aM 4 +BMB ++yM C' = (a+ [+ “)M—G; :

Insérer le point M dans la définition du barycentre

Démonstration
Quel que soit le point M,
|_ aMA + BMB +yMC = o(MG + GA) + B8(MG + GB) + (MG + GC)
— aMG + aGA + BMG + BGB + MG +~GC
= (a+ B+~v)MG + aGA + BGB +~GC

=0

= (a+ B+~)MG |

d) Coordonnées du Barycentre

Propriété

Soit (0;7,77) un repére du plan. Soit A(z4;y4), B(zp:yp) et C(zc;ye).
_ , azy + Bxp +vze ayas + PByp + wm;)
Si G =Bar{(4,a);(B,5);(C,~)} alors G : : —
((4,0)+(B.9)5(C.7)} alors G (AL B II%C S LA T
Dans un repere de l'espace, il suffit de faire le méme calcul sur la troisieme coordonnée.

La démonstration est identique au cas de deux points
Application

Dans un repére du plan, on a A(2;-1), B(0; 3) et C(-2; 0).
Déterminer les coordonnées de G barycentre de (A, 1); (B, 3); (C,-2).

Ta 43 xR —2 X TC 243 x0—-2x(-2)

TG = {339 = 5 =3
_y_q.—-'3><y5—'.—?><yc_—1—|—3><3—“2><9__1
ol 1432 = 5 =

Ainsi G(3:4)




