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Niveaux

La dérivation d'une fonction numérique
I- La dérivabilité d’une fonction en un point

1-1/ Le nombre dérivé
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a € I.
On dit que la fonction f est dérivable en a, s'il existe un nombre réel I tel que :
fla+h)—f(a) 1
; —

lim
h—0

Le réel [ est appelé le nombre dérivé de la fonction f en a, il est noté : f(a)

fnit ) . flath)-f(a) : . f(z)=f(a)
On éerit : f(a) = lim =———— =l ou f'(a) = lim == =1

h—0
Exemple : On considére la fonction f dénie sur R
f(x)=x"+x-3

Justifier que f est dérivable en -2 et préciser f'(-2)

Solution :

f(x)—f(—Z) — lim X +x-3+1 ~lim X" 4+x-2

=2 x—(-2) =2 x+2 =2 x+2

(x+2)(x-1) =limx—1=-3=f'(-2)

x—-2 x4+ 2 x——2

Donc f est dérivable enen -2 et f'(-2)=-3

Remarque

f()-f(a) _ .,
Si f est dérivable en a et "=, =/"(@)
On pose : h =x — a si x end vers a alors h tend
vers 0 et on obtient

limf(amg_f(a) =f'(a)

h—=0
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Application :Calculer le nombre dérivé de
f(x)=x"+xen a =1 en utilisant la deuxiéme

formulation de la dérivation

Solution :lim f(a+h)—f(a) = lim f(] i h}? _f(l)

h—0 h h—0

(4B +14h=2 P3R4 3h+1414h=2
=lim =lim

h—0 h h—=0 h

3 A

. 3 . .
=hmﬁ—illiiﬁzhmh?HM+4=4=fTQ

h—0 h h—0

1-2/ Interprétation géométrique du nombre dérivé

fla+h)

. -
//’ 0 al a+h

Le nombre dérivé en un point x, est le coefficient directeur de la

tangente a la courbe au point x,

(T) : y=F(a)(z—a)+ f(a)

La fonctionu:z v f'(a) (z - a) + f(a) est appelée la fonction affine tangente a la fonction

f au point a.
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Exemple :

Déterminer 'équation de la tangente a la courbe

de la fonction f(x) —=sinx en A(0, £(0))

solution :1im? )=/ (0) _

x—0 x-0 0 x
Donc f est dérivable enen 0
(T):y =f(0)(x-0) + £(0)
L’équation de la tangente a la courbe
en A(Q, f(0))est:(T): y=x

1-3/ Approximation d’une fonction dérivable en un point par une
fonction affine

La tangente a la courbe au point x,est une approximation affine de la
fonction au voisinage de x,

II- Dérivabilité a droite - dérivabilité a gauche
2-1/ Définitions et propriétés

Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme : (ja;a +r[r > 0)

. .. . . . h
On dit que f est dérivable a droite en a s'il existe un réel [ tel que : lim M =1
h—0"

Le réel [ est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en a, et on le note par : f’3(a)
On éarit + £g(a) = lim 10T gy JO7I0)

L r—a
h—0" T—ra

Définition 2

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme : (ja — r;a] 7 > 0)

On dit que f est dérivable & gauche en a $'il existe un réel [ tel que : lim flath) 1) _ [

h—0"
Le réel I est appelé le nombre dérivé de la fonction f & gauche en a, et on le note par : f'; (a)
f(a+h)-f(a) f(z)-f(a)

On écrit : fy(a) = hlim_ — = lim —
—0 T2
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Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a € I.
f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a droite en a et f est dérivable &

gauche en a et '3 (a) = f';(a)

2-2/ Interprétation géométrique - Demi droite tangente en un point

Si f est dérivable a droite en , cela signifie graphiquement que la courbe de la fonction f
admet une demi-tangente au point A (a; f(a)) d’équation : (Ty) : y= fa(a)(z —a) + f(a)
Si f est dérivable a gauche en a, cela signifie graphiquement que la courbe de la fonction f

admet une demi-tangente au point A (a; f (a)) d'équation : (T}) : y= fy(a)(z - a) + f(a)

(cf) lcp)

\ (M) /

N ~ / -

/N Ala;fla)) / N\AL &
floR-—f~ \" o | / )

!
/

x<a xzda

{(T)i."?l} '(a)(x-a)+f(a) {(T)1.1’=f& (a)(x-a)+f(a)
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La limite La dérivabilité Interprétation géométrique
Iimm =[ | [ est dénvable en aetona: | (Cy) admet une tangente d'équation
o i fa)=1 y= f'(a)(x—a)+ f(a) au point A(a; f(a)).

. fx)=fla) NTTT : : 5
lim ——————=c0 | fnest pas dérivable en a. (Cy) admet une demi-tangente verticale d'équation
S e = au point A(a; f(a)).

—T=11@) s : . .

lim ————=1 | festdérivable d droiteenacton | (Cy) admet une demi-tangente au point A(a: f(a))
i e a: fila) =1 d'équation y = f'(a)(x—a)+ f(a) et x> a.

X)—=

lim M =/ | f estdérivable & gauche en a et | (Cy) admet une demi-tangente au point A(a; f(a))

sl il ona: f;(u] =] d’équation y = f;{a){_r—-d} + fla)etx<a.

Application 1

soit /' une fonction définie par :

f(x)zJ;...le
£ (%)=

LS T
4 4
etudier la dérivabilitée de f en x,=1

Solution :ona f(1)=+1=1

S-S0 r1 el

lim = lim ————
a1t x_]_ x—0" x_]_ x—)0+(J;) _12
| 1

:]j = —= ! ]_

e x+1 2 fd( )
Donc f est déerivable a droite en 1

L, 3
)= £(1 —x"+—-1

limf(r) / ):lim 4 4 :lillll(JCJrl):lzfgr
x>0 ¥—1 p r—1 =4 2

Donc f est dérivable a gauche en 1

etona: fi(l)=£(1)

Donc f est dérivable en 1 et f'(1)=

2 | —

1)

Application 2
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soit /' une fonction définie par :

f(x)=x"—|x| eétudier la dérivabilité de f en x,=0

Solution :

]jmwz limxz—_x: lim x—1=-1= £;(0)

x—=0° x—=0 =0ty x—=0"

donc f est dérivable a droite en O

_ f(x)—f(ﬂ)_, Yax o o
Ty = lm el =1= 7 (0)

Donc f est derivable a gauche en O
Mais on a : f;(0)= f,(0)

Donc : f n'est pas dérivable en 0.

III- La fonction dérivé d’une fonction dérivable
3-1/ La fonction dérivé

Définitions
On dit qu'une fonction f est dérivable sur un intervalle ouvert |a;b| si f est dérivable en tout
point de |a;b].
On dit quune fonction f est dérivable sur 'intervalle fermer [a;b] si f est dérivable sur Ja; b
et f dérivable a droite en a et a gauche en b.
Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I, alors la fonction dérivée de f est la fonction
noté f’ est définie de I vers R :

f:I—R

z— f(x)

3-3/ Fonction dérivée des fonctions usuelles
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La fonction f L'ensemble de | La fonction f’ L’ensemble de définition
définition de f de f'
fix—a (aeR) R flixm0 K
fix—x R flixm— 1 R
fixmsa (neN*={1}) R fx= nt! R
1
= /x [0; 4] flixes ;- J0; o0
1 -
frixes = R* flixe L 0; +e0[ ou | = ;0
f :x—sin(x) R f" 1 x 3 cos(x) R
f 1 x> cos(x) R f': xv+ —sin(x) R
fix—=ax+b R flix—a R

3-4/ Opérations sur les fonctions dérivables

Propriété

Si f et g sont deux fonction dérivables sur un intervalle I et k € R, alors on a :

1) La fonction f+ g est dérivable sur l'intervalle I et ona: (f+g) = f +¢

2) La fonction k. f est dérivable sur 'intervalle I et on a : (k. f)’ = k. f’

3) La fonction f x g est dérivable sur l'intervalle I et ona: (fxg)=f xg+ fxg
4) Si de plus (Vz € I) g (x) # 0, alors :

.1 L. .
® [.a fonction 3 est dérivable sur l'intervalle I et on a : (

. . f .. .
® [a fonction 7 est dérivable sur lintervalle I et on a :

Remarque
Toute fonction polynome est dérivable sur R.

Toute fonction rationnelle est dérivable sur chaque intervalle inclus dans son ensemble de

definition.
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Dérivée de la somme

(u+v) =u"+7

Dérivée du produit par un scalaire

(Au) = A’

Dérivée du produit

(uv) = u'v + uv'

Dérivée de l'inverse

1 ’_ v
(5)_—?

Dérivée du quotient

(u)’ W'o—uv
v/ 2

Dérivée de la puissance

(™) = nu'u"1

Dérivée de la racine

Application 1

Déterminer la fonctions dérivée de  /(¥)=(5x"+1)(3x-1)

On utilise la formule : (uxv) =u' xv+ux’

f’(x)z((5x2+1](3x—1))r:(5x2+1)’x(3x—1)+(5x2+1)x(3x—1]’
(%) =10xx(3x—1)+3(5x" +1) =302" ~10x +15x* +3
f'(x)=45x" —10x+3

Application 2

Déterminer la fonction dérivée de f(x)

r

On utilise la formule : (u") — " xu

r

J(x)=((3x+4)) =3x(3x+4)" x(3x+4) =3x3x(3x +4] =9(3r+4)

Application 3

f(x)=

=(3x+4)’

1

Déterminer la fonction dérivee de_ sin x




Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52
Chapitre Dérivation (I'essentiel du cours + applications)
Niveaux 1" et 2°™ Bac International et mission francaise

’ i

On utilise la formule : [l] __
I

() =2t

sinx (sinx)"  (sinx)

Application 4

Déterminer la fonction dérivée de  f(x)=vx*+8x

On utilise la formule : (J;] U

W
fr{x]:(\!IEJer)':(szrgx)’_ 2x+8  x+4

2\[.1‘2 +8x B Zw‘{x2 +8x B \/Jc2 +8x

Application 5

Soit f(x)=x"—x

Etudier le domaine de derivation de f et
determiner sa fonction dérivee.

Solution : D, =]-o;0] U[L+e]

Ona: f(x):,/u(x) avec u(x)=x"—x
Etona: u(x)>0 VxeD,—{0;1}

Donc f est dérivables sur D, —{0:1}

L

Vxe D, —{0:1} © p(x)=(VFx) - Ej;)r : ,j;__lx

IV- Applications de la dérivation

4-1/ Monotonie d’une fonction et signe de sa fonction dérivée
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Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

- Si f est croissante sur I'intervalle I, alors : (Vz € I) f'(z) > 0

- Si f est décroissante sur U'intervalle I, alors : (Vz € I) f'(z) <0
0

- Si f est constante sur l'intervalle I, alors : (Vz € I) f'(z)

(on utilisant le terme strictement on modifiera le symbole "supérieur ou égale /
inferieur ou égale " par le symbole < ou >)

4-2/ Extremums d’une fonction dérivable

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et a € I.

Si f admet un extremum local au point a, alors f'(a) = 0.

V- Equations différentielle y ” +w?y = 0
Définition
Soit w un nombre réel non nul.

L’équation y” +w?y = 0 ot 'inconnue est une fonction y telle que y ” est sa dérivée seconde

est appelée équation différentielle.

Toute fonction f deux fois dérivable sur R et vérifie 'égalité f” (x) 4+ w?f (z) = 0, pour

tout € R est appelée solution de 1'équation différentielle y 7 +w?y = 0.

Propriété
Soit w un nombre réel non nul.
La solution générale de ’équation différentielle y” +w?y = 0 est I’ensemble des fonctions y

définies sur R par x — y(z) = acos (wz) + Bsin (wz) ou a,f € R



