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Les suites numeériques

[) ACTIVITES
- Qui peut nous définir ce que c'est une suite ?
- Imaginez une fonction définie sur N vers R tel que a chaque
nombre entier fait correspondre un nombre réel qui porte
I'indice n

1) Définitions et notations.
On appelle suite numérique toute application de N

(ou une partie / de N) vers R
u:l >R

M

HHII(H)=H

I'image de I'entier n par U se note U, et s'appelle le

terme de rang n de la suite
L'entier 77 s’appelle I'indice du terme %

2) Comment générer une suite
Une suite numérique peut étre définie de deux maniéres différentes :

a) Suite définie par : une expression explicite
Dans laquelle le terme ¥, de la suite (Hn )n est définie en fonction de n
Exemple .soit (H” )n la suite définie par :

u, =2n+3 vnelN
1)Calculer : les quatres 1ere termes de la suite (HH )”

2) Calculer: vneN wu,,—u,

b) Une suite définie par : une expression récurrente
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Ces suites s’appellent des suites récurrentes, elles sont définies par le
(ou les) premier (s) terme (s) et une relation entre deux ou plusieurs
termes d'indices différents.
Exemple1
soit (un )HEH la suite récurrente définie par :

u, =2

VnelN
H.!H-l = Sun _7

Calculer : u ;u,;u,

Exemple2
soit (1»’n )HE“ la suite récurrente définie par :

VnelN

Calculer : v,:v,1v,
3) Suites majorées, suites minorées, suites pornées.

Activité1 :soit (Hn) la suite définie par :

nel
n+1
u = vnelN
" 2n+1

1
Montrerque : wvneN :—<u, <1

Solution :1)Montrons que : <1l
n+l (2n+1)—(n+1)_ n

SR PUY I T S by 1
n+ n+ n+

2)Montrons que .  —<u_ ??
Donc u?? Sl wnelN 2 n
Hﬁl: n+l 1 _2(n+1)-(2n+1) 1 A

= Dl B 2n+1 2n+1

1
Donc 5<Mﬂ Vnel

1
Parsuite:: VneN :5<un <1

On dit que la suite (un )HE“ est majorée par 1 car

u, <1 vneN On dit que la suite (Hﬂ )HE,,E est bomée car ;: Vnel
On dit que la suite (H,, )”5,! est minorée par %car ]

i il <
%<un VneN 2‘{“”#[
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Définition :Soit (H” )HEjune suite numeérique. (I = N)

¢ On dit que la suite (Mn )”E ,est majorée s'il existe un

réel M tel que :Vnel u, <M

 On dit que la suite (un )nd est minorée s'il existe un

réelmtelque:VYnel m=<u,

« On dit que la suite ((un )HE; est bornée si elle est

majorée et minorée.

Exemple :soit (Vn )nzl la suite définie par :

vn:\}n+1—\/; VnelN’

1)Montrer que (v” )HZI est minorée par O

2)Montrer que (V,,,, )na est majoree par %

3)Que peut-on déduire ?

Solution :1)Montrons que : YTneN™ 0<v %

g
b
(‘jm) _(‘/’T) n+l-n |

— — >0

Y e POV S e OV Y Y o

Donc:0<v Vel

(Le conjugue)

Donc:: (Vn )"21 est minorée par 0

3)Donc la suite (V,, )P] est bornee car:

VneN' :0<v, <%

2)Montrons que 1 v, s% 2?2 Ve N”
1 1 1 2—( n+1+-\l;)
v"7574n+1+-.f;757 Nn+l++fn

Ona:nz=l etn+1=2 donc ngl et n+]2ﬁ

Donc : Jn+1+\/;21+x/§ donc
~(1./n+1 +J)T)£~1—J§

donc 27{m+.\/§)51fﬁ et puisque : 1—+/2 <0

Donc v, —%—< 0 VnelN”

Donc v, <% VnelN®

1
est majorée par —

2

Donc la suite (v,,)

n=1

4) Monotonie d’une suite.

Activite 1 : Soit la suite récurrente

—h

par :u, = VnelN

n+2
Montrerque : u, , —u, <0 wvneN

(u.n )nem définie
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Solutions :Soit €N ona:
[—(n+l)] [ -n J -n—1 n
un+l_un = - = +
n+l+2 n+2 n+3 n+2
(—f‘f—l)(ﬂ+2)+f‘i(f‘f+3) -2
= <0
(n+3)(n+2) (}T+3)(H+2)

”n+1 7”11 =

Donc: u,,,—u, <0 donc u,  <u, vneN

n+l —

On dira que la suite (HH) est décroissante

nel

Activité2 :soit (un) la suite récurrente définie
nel]

Uy =1

i, =fu, +2

Montrer par récurrence que u, <u_ ., VnelN

par : Vnel

Solutions :1étapes :on a u, = ,/uo +2 = \E

Pour n=0 nous avons #, =1 donc U, <.
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: v, <u,

3étapes : Montrons alors que : u,,, <u, , 77

n+2

ona:u,<u, doncu,+2<u,  +2

donc : \/un +2 < ,Jum +2 donc u, , <u

n+l1 n+2

Parsuite:: vneN :u,=u,,

On dit que la suite (H” )nd‘q est croissante

Définition :Soit (H” )}?Ef une suite numeérique. (I c N)
On dit que la suite (Hn )MEI est croissante si: Vnel
VYmel - mM=n=—u =i,

On dit que la suite (HH )nef est décroissante si :
Vnel Vmel ms=n=u_2u,

On dit que la suite (“n )nef est monotone si elle est

croissante ou décroissante sur 1.
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Théoréme :Soit (u" )HE! une suite numérique. (I < N)
e La suite (u” )HEI est croissante si et seulement si:
Vnel U,, 22U, : (P)

e La suite (H,, )HE , est decroissante si et seulement

si: Vnel u,,,<u,

Exemple1:soit (“n)m:ﬁ la suite récurrente définie

par : : Yo = b = vneN
. . =
= — _7
U =, U — 2

n+2

Montrer que suite : (,) est Décroissante
nel

Solutions :montrons par récurrence que 4, , <,
1étapes on a u, < u,

Donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes :Supposons que: u, , <1,

n+l —

3étapes : Montrons alors que : u, , <, , 77
ona: u,,—u, A =2, —u,—2-u,
donc u,,, —u, ,=u,,—u,—2 etona:u, —u, <0

L
donc: u,,,—u,—2<0 donc u,,,—u,, <0

n+l

Parsuite:: VnelN :u,,=u,

n+l

Donc la suite (H,? )neN est décroissante

lll) SUITES ARITHMETIQUES ; SUITES GEOMETRIQUES
1) Suite arithmétique.

1.1 Définition

Activité1 Compléter les suites de nombres suivantes :
5:-2:1:4; ... :.....:....:16

10:5:0:-5; ... ......... =25
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Activité2 : soit (“n )" la suite définie par :
u =3n+8 VneN

Calculer u,  , —u,

Definition :On appelle suite arithmetique toute suite
(un )”El, définie par son premier terme et par la relation

récurrente :Vnel u, _ ,=u, +r

n+l

Ou r est un réel fixe. Le réel r s'appelle la raison de

la suite (Hu )HE -

tr

=T |. T =T . Ly
i ity lg Uy e tly

ili) Upt|

Terme général d’une suite arithmétique.

Soit (M,, )nej une suite arithmetique de raison r et U,

'un de ses termes. Soit n un entier naturel

%lzup+r
%2:%1"'?’

Uy =uUp+(r+r+--+71)

(n—p)termes

En faisant la somme membre a membre on obtient :

Dol : #, =u,+(n—p)r
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Propriéte :Soit (H” )Hefune suite arithmétique de
raison r et U , I'un de ses termes

ona:Vnel u,=u,+(n—p)r

Remarque :Si U, est le premier terme d’'une suite

arithmeétique de raison r alors : uw, =u, +nr

Application :Soit (un )” une suite arithmétique tel que
i, =3et u, =9

1) Déterminer sa raison r

2) Déterminer son premier terme i, .

3) ecrire u, en fonction de n

Solutions : 1) la raison r ??
ona:V(n;p)eN> u,=u,+(n—p)r

Pourn=5etp=1ona:u; =u, +(5—l]r

U

Donc: 9=3+4reodr=6r=

2 |

2) le termeu, 77

° =, +(l—0)r<:»3=uo+éc>uo S
2 2
3) u, enfonctionden ?

u, =u, +%(f?—l)® u, =3+%(n—1)

3
u, =—+En VnelN
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propriété : Soient (H” )n une suite arithmétique

p un entier naturel et S, =u_ +u,

Ona: s, =W(HP +un)

FU, o+,

+

Avec: n— p+1 le nombre des termes de la somme

u, : le premier terme de la somme

u_ :le dernier terme de la somme

Démonstration

Sn = Up + Up+]_ + ...... +Un_1+ Un
Sn = Un + Un_]_ +...... + Up+1+ Up
2Sp=(Up+Up) + (Upsa + Ung) + e +(Upy + Up)

Tous Les termes (Up.k + Uni) = (Up + Up)
25, = (n-p+1) (Up + Uy)
Donc

(n—-p+1)(Up + Un)

Remarque :On note la somme :

S, =u,+u

il ‘I—Hp+2 +"'+”n—2 +”n—1 —FHM par :
k=n

Sﬂ = ZHk
k=p

e n+1
Sip=0Oona: 3, IZHk = T(HD +nn)
k=0

Exemple : calculer en fonction de n les sommes
suivantes :

k=n
1)8, = Zf{: 1+24+3+...+n

k=l

k=n
2)s, =) (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)
k=0
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Solutions :1)on pose : u, =n

Ona: (u”) une suite arithmétique de raison r=1
n

Car:u,,—u,=1
k=n
n
Donc: 8, =) k=u +u, +u, +...+u, =—(u, +u,)
k=1 2
n
Donc: S, =—(l+n)
2
1)on pose : v, =2n+1

Ona: (V,, )n une suite arithmétique de raison r=2

Car:v, , —v,=2

Donc :

, = n+l -
S”:Z¥%+U:%+n+%+m+%:_?{%+%'
Donc :

' 1 1
s, zfg;{l+2n+l):f§;{2n+2):(H+IV

2) Suite géomeétrique.
Activité1 Compléter les suites de nombres suivantes :

1:2:4:8;...:.....:...:128
1:3:9:27; ... ...

-1 1 -1

I, —, —, — .
2 4 8

Définition :On appelle suite géométrique toute suite

(Hn )n définie par son premier terme et par la relation

récurrente : U, , =qu_Vnel ou g estun réel fixe.
Le reel g s’appelle la raison de la suite (un)

n

Exemple1 : soit la suite(un )" définie par: u_, = “n

n+l ?

VneN etu,=2

la suite (”n )n est une suite géomeétrique de raison

I .
=5 et de premier terme 4, = 2
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Exemple2 : soit la suite(vn )n définie par :
v =2x3" VYneN

2x3n+l
v 2x3"

n

donc la suite est géométrique de raison g =3

Soit (Hn )n une suite geometrique de raison ¢
et p un entier naturel on a :
u,,=qu,

Upiy =qU pp

HM — qun—l
En faisant les produits membre @ membre on obtient :
u, :gquqx..xqup

n—p

I J— n—p
dou s, =q U,
Propriéete :Si (HH )”Ef est une suite géométrique de

raison ¢ et sip est un entier naturel alors :

— 4P
u =q “u, Vnel

P

Cas particuliers :

. n . n-1
1)sip=0alors: U, =q U, 2)sip=1alors: i, =q 1
Exemple1 :Soit (M” )H une suite géometrique tel que

3

u = 5 et u, = % 1) Déterminer sa raison ¢

2) écrire u, en fonction de n
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Solutions : 1) laraison g ??
ona:V(nmp)eN? u,=q""u,

Pourn=4etp=1ona:u, = q4"u]
3 3 s 1

1
2 el et g=—
Done: 10 =4 15 T4 =g <975

2) u, en fonctionde n ?

N | ~ -1
uﬂ:(lJ X, <'::>z,‘ﬂ,:E lj VnelN
2 22

1.3 La somme des termes consécutifs d’une suite
geometrique.

Proposition : Soient (un) une suite géomeétrique

nel]
de raison q, et ¥, I'un de ses termes.
Et s, =u,+u

o1 TU p Fo U, U, U,

Sig=1alors: s, :(P‘I—p—FI)HP

n—-p+l

l-g

Sig#1alors: 5, =U
q r l_q

Preuve :Soient (u,, )ﬂeN une suite géométrique de

raison q, et ¥, I'un de ses termes.

soit §, =u, +u

p+1+u

e L. e

Si g = 1 tous les u, sont égaux

et s, =u,+u,+u,+..+u, (n—p+1)termes

donc: s, = (n -p+ 1)”;:

Sig#1 A :”p — U

Ona:s,=u,tu,, +u,,+..+u, ,+u, , +u, 5l

Par suite : s, (1—q)=u.p —u,q

Donc: gs, =qu, +qu ,+qu ,+..+qu, _,+qu_,+qu,

ptl pt2
Donc : 1_qu-p+1
qsn = qupﬂ g5 gup+2 + q“pﬂ +...+ qun—l i qun g qun-}—l S” = uP 1 1 q
Application

calculer en fonction de n la somme
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kenct () I % [y
s,= [ =| s+ | 44 o
b \2 2 L2 2

Solutions :1)on pose : u, =(éj

|
Ona: (un )n une suite géomeétrique de raison ¢ = ;

l n
o
DUy 1 . o A {2) i
Car: —-EDonc. 5 = Z[_] =]—%7 =) 1_{_)

un k=0 2 ] —

3) limites d'une suite
On dit que la suite (1) a pour limite £ si, et seulement si,

tout intervalle ouvert contenant £ contient tous les termes de la suite a partir d'un
certain rang.

On note alors : ]JJ:? uy = £ etl’on dit que la suite converge vers {
4o
Emrq_ua : Lorsqu’elle existe cette limite est unique.

Cette définition traduit I'accumulation des termes 1, autour de ¢

Conséguerce Les suites définies pour tout entier naturel n non nul par :
1 1 1 limi
3 = ln = —=, ont pour limite 0

1
Up — Un
n’ V'

Application

Hp =05

Soit (up) : {

~ 1,618.

1++/5
2

Cette suite converge vers £ —

On veut connaitre a partir de quel entier N la
suite est dans l'intervalle ouvert centré en § et
de rayon 103,

Proposer un algorithme permettant de répondre a cette question
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Solution

Variables : N entier, U réel
Entrées et initialisation
05— U

0—+N

Traitement

vu+1-U
N+1—-N

fin
Sorties : Afficher N, U

tant que ‘U 1—*2""—5’) = 10 ? faire

N=7et U~1618




