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Géométrie analytique dans l'espace

I) Repérage dans I’Espace

1) Définition — Coordonnées

_}

Définition : On appelle repére de I’Espace tout quadruplet (O; 7 k) ol O est un point de I'Espace
—
et ot 7, 7 et k sont trois vecteurs non coplanaires.
_)
Si les vecteurs 7, 7 et k sont deux & deux orthogonaux, le repére est dit orthogonal.

Si, de plus, les vecteurs sont unitaires (|| 7’| = || 7| = HT;H = 1), on dit que le repére est orthonormal.

Exemples

_ — =

Dans le cube ABCDEFGIH d’aréte 1(voir figure 3), le quadruplet (D; DA; DC; DII) forme un

repére orthonormé.

A B Théoréme : (admis)

—

Soit (O; W k) un repére de 1'Espace.

1. Soit M un point de I'Espace.
Il existe un unique triplet (z; y; z) tel que OM =z 7 +y 7 + 2z k (voir figure 5).
Ce triplet est appelé coordonnées de M. On note M (z; y; z).
2. Soit u un vecteur de 'Espace.
Il existe un unique triplet (a; b; ¢) tel que w =a7 +b7j +ck.
a
Ce triplet est appelé coordonnées de W . On note @ | b
c
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Remarque : x est appelé abscisse, y est appelé ordonnée et z est appelé cote.

2) Calcul sur les coordonnées

SiA(xa;ya;za)etsi B (xp;yp; zp) alors :

‘ TR — TA
les coordonnées du vecteur AB sont : AD Yy — YA
ZB — ZA

les coordonnées du milieu I du segment [AB] sont : [ (#4 /% YA us . 2alzn)

2 2
a a’

Siw b el si v b alors :
¢ el

a-+a

. — — — —
— les coordonnées de w + v sont : u + v b+ b
c+ ¢

kxa
— Si k est un réel, les coordonnées du vecteur ku sont : ku kxb
kxc

3) Colinéarité, coplanarité

- = e o o ; =_ 1
- Do veeteurs w e6 v non nuls sont colinéaires si cf seulement si il existe un xéel k el que v = kv
- Trols vecteurs u, v et w (tels que et v non colinéaires) sont coplanaires si et seulement si il existe
; -} -y
den réels a ot b tels que @ = a7 467,

Remarque : Dans I'Espace, il n'existe pas de propriété simple équivalente & celle des « produits en croix » de
coordonnées pour des vecteurs colinéaires du plan,
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|Deﬁnitinn :
on appelle déterminant des vecteurs u, v et w le déterminant

X X X
det(W.v. W)=y, ¥. Ve
Z. . Z

Proprieté

e W est une combinaison linéaire de u et V ssi det(ﬁ,ﬁ,ﬁ): 0

» A B, C, D coplanaires ssi AD est une combinaison linéaire de AB et AC donc

—_—

ssl det(AB,AC,AD)=O.

Proprieté
Soit (O.i. j.k) un repére de I'espace

Deus vecteurs u( X P ;u) et ¥ 0, ;._-v) sont colinéaire si et seulement si

X X X X X
¥ i ¥ " LT
d = =%, ~ 5%, =0 @ = =x,7,-5%=0 @ g =" Tl=xy —yx =0
zl.( z\-' ;Ef :1 ]./“ -1J}‘
Application

B(_z:; }';fc) une base et Soient 5(2;—4;3) et ;(—1:1;2)et 1:’(3;1;—1)

trois vecteurs

Est-ce que les vecteurs «# et v et w sont
coplanaires ?

Solution :

S BN IR 1 3| |1 3
det(a;;f;rv):—cl 1 1]=2 _(_4) +3

3 9 1 2 -1 2 -1 1 1

det (1,v;) = 2(~1-2) + 4(1-6)+3(~1-3) = =38 %0

Donc les vecteurs # et v et w sont non
coplanaires
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Application

u(2m+1:3.2-m) et v(-1:2:3)et w(-3:1:2)

déterminer le réel m pour que les vecteurs

iet v et w soient coplanaires.

det(u;v;w):o Ssi 1(2??3-!—1)—21-!—5(2—}}1):0{3 Sm=10e m:_?

2m+l -1 3 ) 1 | 3 | 3
Solution : detfuvw)=| 3 2 1f=(m+) |3 |(2-m)
- - - _ _ 32 |13 2 2 1
u et v et w sont coplanaires ssi 2-m 3 2
10

F

Exercice résolu : Dans un repére (O; ik f) de I'Espace, on considére les points :
A(4;0;0) B (0;3;0) C (0;0;56)
On note I le milieu de [AC] et L le point tel que 3BL = BC.

_}

1
et
1. Déterminer les coordonnées de [ et de L.

2. Montrer que les points A, M et L sont alignés.

3. Montrer que les points A, B, C' et M sont coplanaires.

Solution :

040 .

1. I est le milieu de [AC] done : 1 (452 940,
On note L (xr; yr; z1)-

— xr, —0 —_—
On a: BL et BC )

yr — 3
- g g 4 .
En coordonnées, I’égalité 3B L = BC' devient donc :

016) soit I (2;0; 3).

0
—3
ZL—D 6
=0

= —3.

=6

3$L
3(yL —3)
3z

=0

=2 donc L (0; 2; 2).

=2

Ty
yr
ZL

Donc, aprés calcul :

. 3 . —4
2. AM et AL 2 :
2

— -
Les points A, M et L sont alignés si et s%ement si les vecteurs AM et AL sont colinéaires, c’est-a-
dire 8’1l existe un réel k tel que AM = EAL.

o |

b3S

—4k =-3 E = %

— —

En coordonnées, on obtient : { 2k = % soit { K = % donc : AM = g L.
2% =3 k=3

Par suite, les points A, M et L sont alignés.

M(l;‘

3.
2

)

B e

)
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3. 11 faut d’abord montrer que les points A, B et C' ne sont pas alignés.

L L
AD 3 et AC 0
0 6

Les points A, B et C' sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires, ¢’est-a-dire
s’il existe un réel k tel que AR = kAC.

-4k = -4
En coordonnées, on obtient : { () =3 , ce qui est impossible.

6k =
Par suite les points A, B et C ne sont pas alignés.
Dans ce cas_,}es pc@s A, B, C' et M sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels a et b
tels que : AM = aAB + bAC.

—4da—4b =-3
En coordonnées, on obtient : {30 =

6b =

B3ICa B

Lia deuxiéme équation donne a = % et la derniére équation donne b = % Reste & vérifier la premicre
équation : 4 x 5 -4x ;=-2-1=-3,
Cette équation est vérifiée donc les points A, B, C et M sont coplanaires. J

II) Distance, orthogonalité

Propriété :
_)
On se place dans un repére ((); 77 k) orthonormé.

(1

. —
1. Si le vecteur ¥ a comme coordonnées | b |, alors sa norme est :
c

||| = Va2 + b2 + ¢2

2. SiA(za;ya; 24) et si B(zp;yp; zp) alors :

AB = \/(JFB —74)° + (ys —ya)* + (28 — 24)°

2) Relation d’orthogonalité de deux vecteurs

Propriété (admise) : On se place dans un repére orthonormeé.
!

a a
—_— —_— ] 5
Les vecteurs b |etv b" | sont orthogonaux si et sculement si :
c ¢

aa +bb' +ec’ =0

IIT) Représentations paramétriques d’une droite de ’Espace

1) Définition
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_>.
On se place dans un repére (O; ?; 7; k,) de I'Espace.
41
Soit D une droite passant par un point A (z4; ya;2a) et de vecteur directeur 7| b
[
M (z; y; z) est un point de D si et seulement si il existe un réel ¢ tel que m = 4.
IEn passant aux coordonnées, on obtient :

T — T = at T =mxIa+ at
y—ya = bl c’est-a-dire y=1ya+ bl
z—2zpa=ct z=za+cl

Définition : On appelle représentation paramétrique ou syst  d’équations paraméiriques de la droite D
a
par un point A (z4; ya;2a) et de vecteur directeur 7| b | lesystéme:
¢

T=1s+at
y=1ya+0bt avec t € R
z=zpx+ct

Le réel t est appelé paramétre.

- r - "
IV ) Equation cartésienne d’un plan
Définition .
Un vecteur normal 7 a un plan P est un vecteur non nul dont la direction est orthogonale a P.
Soit A un point d'un plan P et 7 un vecteur normal
aP.
On a, pour tout point M du plan P,
AM-7i=0

Réciproquement, si M est un point de |'espace tel que
AM-7i =0, alors MeP On a donc le résultat suivant :
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=
.

Propriété . (Caractérisation d'un plan P)

Le plan P qui passe par A et qui est orthogonal a 7i est I'ensemble des points M de |'espace tel que :

—

AM-7i=0

{ Théoréme

- =

Dans un repére orthonormal (O;f,j,k], tout plan P admet une équation (dite cartésienne) de la
forme :

ax+by+cz+d=0

avec a, b, c réels non tous nuls et d réel.
De plus le vecteur 7i(a; b;c) est normal a P

Preuve

Notons A(xo; Jo; Zp) un point de P et ji(a; b; c) un vecteur normal & P, alors on a :

M(x;y;z]EP*:rA_l\’d-ﬁzo

a(x—xp) +b(y—yo) +tclz—2z9) =0 ax+by+cz—axg—byy—czg=0
En posant d = —axo — byo — czpon obtient le résultat désiré

Indication => si ax+by+cz+d=0 est une équation cartésienne d'un plan alors le
vecteur (a,b,c) est normal au Plan

Théoreme

Deux plans P et Q sont orthogonaux si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
Deux plans P et Q sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.
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Corollaire

Soit deux plans P et Q d'équations
P:ax+by+cz+d=0 et Q:adx+b'y+c'z+d =0

1. P//IQ <= (a,b,c) et (a’,b’,c") sont proportionnels.
2. PLQ<>aa +bb' +cc’' =0.

V') les poisitions relatives de droites et de plans

1) Intersection d’une droite et d’un plan

Considérons un plan P d'équation
ax+by+cz+d=0

et une droite d dont on connait une représentation paramétrique :

[ x=ar+x
y=PpLt+yo ou teR
zZ=Yt+z

Il n"existe que trois possibilités :

1. la droite et le plan n'ont qu'un point commun, la droite et le plan sont dits sécants,

2. la droite est incluse dans le plan,

3. la droite et le plan n'ont aucun point commun.




Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52
Chapitre Géométrie analytique de I'espace (l'essentiel du cours + applications)
Niveaux 1°® et 2°™° Bac International et mission francaise

C'est le premier cas qui nous intéresse, pour cela supposons que le vecteur normal 7i(a; b;c) au plan P et
le vecteur directeur %(o;f;y) ne sont pas orthogonaux (comme dans les cas deux et trois), ainsi P et d sont

sécants en un point A.
On cherche alors les coordonnées de A en résolvant |'équation suivante (d'inconnue £) :

a(ar+xp) +b(Pt+yp) +clyt +29) =0

i.e (en factorisant par t) :
tlaa+bPp+cy)=—xp—Yo— 2o

Comme on a supposé 7i-ii #0, on peut diviser par aa+ bf+cy#0 et on obtient :

—Xp— Yo~ <o
aa + bp +cy

=

Finalement, en remplagant dans le systeme de représentation paramétrique de
d, on trouve les coordonnées de A. Mais observons sur un exemple. . ..

2) Intersection de deux droites

On donne deux droites d et d’ dont on connait les représentations paramétriques :

X =at+ Xy
d:{ y=Ppt+yo ou rel
| Z2=YI+ 2
[ x=do't' +x
d:{ y=p't'+n ou reR
| z=Y'l"+ 2

d et d’ sont deux droites de |'espace. Il n'existe que deux possibilités

1. il n'existe aucun plan contenant ces deux droites, elles sont dites non coplanaires,

2. il existe un plan contenant ces deux droites, elles sont dites coplanaires (elles sont alors sécantes ou

paralléles dans ce plan).

On résout alors le systéme (qui peut ne pas avoir de solutions) (d'inconnues ¢ et t') :
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i

x=at+xg=a't' +x;

ﬁf-i—}’n = E'If!—l-}ﬁ
YI+Zo=Yt' +2

.

.

3) Intersection de deux plans

On considére deux plans sécants P et Q d'équations cartésiennes respectives :
P:ax+by+cz+d=0 ou Q:ad'x+by+c'z+d =0

P et Q sont deux plans de |'espace. |l n'existe que trois possibilités :

1. les plans ont un point commun et sont distincts, alors ils sont sécants suivant une droite passant par ce
point, (ainsi deux plans distincts qui ont deux points communs sont sécants suivant la droite définie par
ces deux points)

2. les plans sont confondus,

3. ils n'ont aucun point commun.

Lorsque les deux plans sont sécants, on peut alors récupérer le systeme de
représentation paramétrique de la droite d’intersection en utilisant une
des trois coordonnées comme parametre et en résolvant le systeme
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Exercicel

soient les points 4(—1:1;0) et B(2;—L1) et C(0:-1:2)

1)Deéeterminer deux équations cartésiennes de la
droite(AB)

Est-ce que point C(0;—1;2)e(A4B) ?

Solution :5(3;—2;1)

Donc : x+l = y-1 _Z les deux équations
3 -2 1
cartesiennes de la droite(AB)
On remplace les coordonnées de C dans les
équations de la droite(AB)
Et puisque : %i% donc C &(AB)

Exercice 2

Déterminer une représentation paramétrique du plan passant par les points :

A(2:-1:-3)etB(0:1:4) et C(-3:0,0)

Solution : ABC est le plan passant par
A(2:-1;-3) et AB(-2:2:7)et AC(-5:1:3)
Sont deux vecteurs directeurs

Donc une représentation parametrique du plan

x=2-2¢t-5¢
ABC est: |, _ i 4+¢ (1cR)et(reR)
z=-3+Tt+3¢

Le dernier systéme est une représentation
parametrique du plan (ABC) c'est a dire que les
coordonnées (X ; y ; z) d'un point quelconque du
plan dépendent de parametres qui sonticitet t’,
mais il existe d'autre représentation
parametrique pour ce plan.

Exercice 3

Déterminer 'équation cartésienne

—_— —

du plan P(A;H;V) qui passe par A(L—3:1) et de

vecteurs directeursi(—z;al;l) et ;(—1;0;2)
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—_— e —

solution : M(x:y:z)e P(A:s_.::;) & det [AM::::v) =0

m(.x—l;}.’+3;z—l)

o ol 40 7 -] 7 ]
34 0l=0e(x-1) |~y (=D =0
@Jj+l . <:>(x ]‘1 2‘ (_v+ )1 2+[ ]‘4 0‘

8(x—1)+3(y+3)+4(z-1)=0 = 8x—8+3y+9+4z-4=0
(P):8x+3y+4z-3=0

Exercice 4

Soient les droites (D,)et (A, )de
représentations parametriques respectives

x==2+k x=-1-t¢
(D,)4y=2-2k (keR) (A)){y=2t (reR)
z=4+k z=1+t

Etudier la position relatif de (A, ) et (D,)

Solution :ona: §(1;72;1) un vecteur directeur

de (D,)et v(~12:1) un vecteur directeur de (A,)

| = a
et puisque : i =2#0 les vecteurs 1 et v sont 2+k=-1-t¢ +k=1 i
t+k=
2-2k=2t t+k=1

non colinéaires donc les droites (A, ) et (D)) 5 < = {;_k =3
sont non paralléles dtk=1+t =3
on va déterminer l'intersection de (A, ) et (D 2t=4 ti=2

. , (. ) et (D) & On remplacant r=2dans
Donc on va résoudre le systéme suivant : t—k=3 k=-1

I'équation paramétriques de (A, )On trouve :

x=—3
{,114 Donc les droites (A,) et (D,) se coupent
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Exercice 5

Soit la droite D1

x=-4t+2
(Dl) y=2t-1

et le plan (£,) d’équation cartésienne:

(B):3x+2y+z+1=0

Etudier la position relatif de (D,)et (£})

Solution :
on a (D,) est de vecteur directeur u(—4;2;3)

Etona: 3(—4)+2x2+3=0
donc (D,)) coupe (B)en un point unique
ona M(x,y:z)e(D)n(B)=3keR/

x=-4t+2 x=—4t+2

.].-':2{—1 y =2t-1
=

z=3t z=3t

3x+2p+z+1=0  |3(-A4t+2)+2(2r-1)+3t+1=0

r=1
x=-2

oy donc (D,)) coupe (£)
‘\':

o =

au point A4(-2:1:3)




