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Les limites d'une fonction numérique

I- Limite infinie d’une fonction en +o0o0 ou en —oo

Activité
Considérons la fonction f définie par : f(z) = X3
- —
1. Représenter graphiquement la fonction f dans un repére orthonormé (O; A )
2. Compléter le tableau suivant :
z —10% —10" —10 10 10 10%
f(z)
3. Que remarquer pour les valeurs de f(z) quand 2 prend des valeurs positives de plus en
plus grands (c-a-d quand z tend vers +00).
4. Que remarquer pour les valeurs de f(z) quand 2 prend des valeurs négatives de plus en
plus (c-a-d quand z tend vers —oo).
5. Conjecturer les limites suivantes : lim 2° et lim «°

I—+00 I——00

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme : [a, +00[ (a € R)

Si f(z) tend vers +oo quand z tend vers 400, on écrit : lim f(:z:) = 400 ou
lim f(:::) = 400
+00

Limites usuelles

T—+00

On admet les limites suivantes :

lim z=+o00 lim z° = —o00
x—r+00 T——00

lim z=-00 lim 4/z = +o0
T—=—00 ZT—r+00

lim z? = 400 lim z" = +o00 (n € N¥)
T—+00 T—r+00

- 2 _ . +00 sin est paire
:CEIPOO‘” =t lim 2" = i i _

T——00 —00 st n est impaire
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II- Limite finie d’une fonction en +o0co ou en —oo
Remarque

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme : [a, +o00] (a € R), et soit
leR

Si f(z) tend vers le nombre | quand z tend vers +o0, on écrit :  lim f(:r:) =1lou

limf(:r:) =1
oo

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme : [—o00,b[ (b € R), et soit

el

Si f(z) tend vers le nombre I’ quand z tend vers —oo, on écrit : lim f(m) =10 ou

limf(m) =0
Interprétation géométrique

La courbe (Cf) se rapproche de la droite d'équation y = [ au voisinage de oo.

- y :
/—
lim f(z)=1 ) .;-l—l.lrx flz)=1
T—+—00 3
s 5 b 3 32 A o 1 2 3 3 5 5 T

Propriété 1

lim + =0et lim ~=0
z—r+oo0 T z——o0 T

| > # . . - 1 _ = 1 J—
En général : (Yn € N*) : lim — =0et lim — =0

T—r+00 Ir——0Q

. . 1
On a aussi : lm =0
x—++00 VT
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Propriétée 2

Soit f une fonction numérique et I € R.

- Si f admet en +oo (ou en —oo) une limite, alors cette limite est unique.
- lim f(:c) =1l< lim f(a:) —1=0
T—r+oo T—+00

- lim f(:c) =]+ lim f(iﬂ) —1=0
T——00 I——00

Exemple : Calculer les limites suivantes :

1 5
1) lim — 2) 111]1i 3) lim 4) fim =
X—>+0 T PR x——o 1(_- x—>4m
5) lm > 6) lim —
roim 2020 s 208

Solution : 1) 11111 i =0" 2) lim L =0
T

X—— x

S
3) lim — =0~ 4) hlllj=0+ 5) ]1111 12 =0"

X——0 T x——o Y —40 2021

-5
6) lim ——=0"
) i 208

[II- Limite finie et limite infinie d’une fonction en un point
3-1/ Limite finie d’une fonction en un point

Soit a € R et [ € R et soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme

I'=la—rja+r[our>0,ousur un intervalle de la forme I =la — r;a + |- {a}.

Si f(z) tend vers [ quand x tend vers a alors on note : lim f (z) =1

Soit f une fonction numérique et [ € RR.

- Si f admet en 400 (ou en —oo) une limite, alors cette limite est unique.
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- lim f(m) =14 lim f(a:)— =0
T—4-00 r——+00

- lim f(m) =1+« lim f(a:) —1=0
T——00 T——00

Propriété: Si sur un intervalle pointé de centre a
ona:|f(x) -1 <u(x)et limu(x)=0alors

X—a

lim f‘(_r) =

x—a

Exemple : Calculer les limites suivantes :

D ligs* 2) ligse| 3) iy

Solutions:1) lmx*=0 2) lim5[x/=0 3) ]jlnl|x|3 =0
x>0 x—0 x—=0 7

Exemple

monter que : limx” CDS(EJ =0
x—0 X

xeR® <1 donc

COS[E] x’ cos[z]
x X

<y2 etona lil].lx2 =0 Donc : iim 2 COS(EJZO
x—0 =0 X

3-2/ Limite infinie d’une fonction en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme I =Ja — r;a + r|— {a}.

Si f(z) tend vers +oco quand z tend vers a alors on note : lim f(z) = 400
Ir—ra

On définie de la méme fagon : lim f(z) = —oc0

T—ra
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Exemple : Calculer les limites suivantes :

-l.s-

] 9
1) hm—3 2) hm—s 3) hm—_

X =0 ¥ x—=0" _][f

|
5) im—= 6) lim3x+7+——

=07 J; x—0" J_;

Solution : 1) ]in‘1L3=+oo 2) [im_—§=—oo

x—0" X x—=0" x
9 -12
3) lim —+o 4) lim %
x—=0 x =00 X

5) llITl——*GO 6) hm3a+?+ : =0+7+00=+4w

' "

IV- Limite a droite et limite a gauche d’une fonction

Activité

Soit f la fonction définie par : f(z) = le=1|(z+2)

o1

1. Déterminer Dy.

2. Construire la courbe (Cf) de la fonction f.

3. A partir de la représentation graphique, que-remarque-t-on pour les valeurs de f (x)
quand z tend vers l et z > 1

4. Que-remarque-t-on pour les valeurs de f(z) quand z tend vers 1 et < 1

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle de centre a, on a :

},ilﬂf(m) =l limlf(:c) = lim f( ) =
lli}l(llf(m) = 400 & 1im_f(:n) = Hlim_ f(::c) = +00
iﬂf(&:) = —00 & lim_f(a:) = lim_f(:r:) = —00

-1
Exemple :Soit la fonction f: x— q
x?—

Déterminer ljgllf(x) et 13_1}11)‘"(‘6)

x-1 x=1



Professeur | Bahloul Khalid (+212) 622-17-65-52

Chapitre Limite d'une fonction (I'essentiel du cours + applications)

Niveaux 1°"® bac BIOF SEx et SM

Solution : vxeR—{-L1}
(x-Dx  «x

Si: 1: =

ol ()= (x D(xrl) xi1
Done: i/ ()=l =3

. i —(x—l)x x
Si:x<1:

A G oy T S

Donc: lnnf(x)_ hm—L:_l

=ox+1 2
xl =1

Remarque : linllf(x )# ]inl1f(x)

x-1 x=1

(x+1)2

Exemple :Soit la fonctionf:.rHﬁ
X*—

Etudier la limite de fen x;, =—1

Solution :Deéterminons liml_f(.r) et lim 7 (x) ?
x> x—s—1
x=-—1 x=—1

Solution : vxeR —{—1;1}

2
Si: —1=<x=1: e, (x+1) __x+1
S o) e
Donc : ]_unf(x)— Lim— T+i =0
xX—> ri
x-—1 x——1
Si: x=<—1: f(x)= (x+1)° _ x+1

|x+1[Jx—1  x—1

Donc : ]un W i (x‘) = lim - +: =0
x——1 x —
B X1

donc : iﬂf(x)=}ﬂ_f(x)=0d0nc 3 &Ef(x):{}

a=—1 x=—1

V- Opérations sur les limites

5-1/ Limite d’une somme
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limy o f(x) ! [ ! +00 | —oo | +o0
lim,_,, g(x) o 400 | =00 | 400 | —oc | =00
lime oo [f(z)+g(x)] |1+ | 40¢ | = | 400 | =0 | F.L
- - ? -
5-2/ Limite d’un produit
lim,_,, f(x) 1 1>0|1>0|1l<0|1<0| 400 | 400 | =20 0 0
lim, ., g () I +00 | =00 | 400 | =00 | 400 | =00 | =00 | 400 | =
lim; ., [f(x)xg(x)] |IxVl | 400 | =oc | =00 | 400 | 400 | =oc | 400 | F.L. | F.1

Il s'agit de la regle des signes

5-3/ Limite de 'inverse

!iIu.r—ulf (x) l +0C | =00 " .
et f(2)>0 | et f(z)<0
li 1 1 ) : .
Wy e 7757 7 i {0 +0a0 =00
- - j -
5-4/ Limite d'un quotient
+00 +00 +00
lim,_,, f(zx) 1 i 1#0 on ou on 0
-0 -0 -0
+0o0 +oc
limy_,, g () I'#0 ou 0 1] I'#0 on 0
-00 —00
f +00 +00 400
limg g ﬁﬂ i 0 ou oll ou F.l F.1
—nC - —00
11 faut étudier le regle des
signe de g signes
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Exemple2 : determiner :

+00: lim—+x =—0

X—p4o0

ona limx*=

X—=+a0

Donc Formes indéterminée : "+ —o0"

[ Q = 2(17]

lim x>—+fx = lim 2

X—»t+m

puisque : lim =0 et ]me =
X—+x ‘r,J_
alors : lim x —+/x =+
X—+oo

Exemple4 : déterminer :

Iim x?

X—»+00

—/x

3 3
- x +1 : 41
1) IlIm——~  2)lim :
x—l (x__l) J:—}+-_-:(x 1
. 3 i3
3) Im2x" +x"—x+4
Xx—too
Solution : T)on a : lim(x~1)" =0" et 3) fim 2+ —x+4—tim 2% (14— 2 4 2
’ 3 X—r+m . : : X+ = X 2.\’2 xs
limx’+1=2Donc: lim = 4¥0 By 1 y
ey el & ) ona: lim—=lim— = lin—=0 et
1 i X0 X3+ 2.?[ X—3400 ')x
3
1+— o .
2ona: g 2L _ i ( +fj=nmx T, [ e o % s =g

= lim = 5
(x 1) f(i_l) (l_lj
x X

—

etona: lim—<=0et liml=0

X—r4ao y Tt x x—r+0 _x

3

lim
P ( e )“

: 1
et liml—-—=1 Donc:
X

K=o I—tm

1
et lim l+—=1

—=+w cgr lim x=+x

—x+4=lim 2%°

13—

g o . 1
ona: lim—=lim—=
Xm0 x—)—oczx

lim 2+° + x°

1 1 2
+
I ( 5. x3]
o
lim —=0 et
X——0o 2.’(

=—o0 donc lim2x* +x —x+4=—o

X—+o

lim »°

X——

VI- Limites de fonctions particuliéres

6-1/ Limite d'une fonction polyndme - Limite d'une fonction rationnelle
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Soient P et @ deux fonctions polynoémes et a € IR, alors on a :

- lim P(z) = P (a)

r—a

-SiQ(a) #0, alors : Ple) _ Fla)

z—a Qz)  Q(a)
- Si az™ et ba™ sont des termes de plus haut degré de P et @Q respectivement (a,b € R et

m,n € N*), alors :
. . . Plx . .
lim P(z)= lim az" et lim 2e) — lim e
400 z—+400 artoo Q@) zopo0 b2

6-2/ Limites des fonctions irrationnelles

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme |a, +o00[, avec
(V € [a,+o0]) f(z) >0
-Si lim f(z)=1letl>0,alors: lim /f(z)=+1

r—++00

T—r+00
- Si hm f(z) = +o0, alors : 11111 Vf(z) =+o00

6-3/ Limites des fonctions trigonométriques

sinx
xI

i - 1—
=1; lim 22% — 1. lim —=%
x—0 i

1
x—0 * 2

lim —=
r—

(Va € R) lim cos (z) = cos (a) et lim sin (z) = sin (a)
(Vae R— {5 + kr/k € Z}) lim tan (z) = tan (a)

(Va € R*) lim = a et lim tanim} =a

z—0 - xz—0

sin(ax)

Exemples : Déterminer les limites suivantes :
. sin2x SIN X —COS X
1) lim ' CDE"‘F L 3) hmf

-0 g1n 3y x—>0+ x_,? » _E

6
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Solution : 1)

sim2x .. sin2x 3x 2 2
lim =lin X x—:lxlxgz

=0gin3x *»0 2x sin3x 3

lim cos\/_ 1

‘c—rl)

w

directement on trouve une

formes mdetermlnée 20,
0

On montre que : «/gsinxcosx=2sin[xz]

T T
x—— x—3—

i oosVx=1_ 1 1-cos+/x | i L 1—cosh | 1,1 Bsi 23in[x—%]
- = N ; 2 = — 2 =L AET . SINX—COsS X 7
=0 x =0 2 (s/;)h e 2 b 2 2 lim =1lim

2

T
[ XK= 3

(On pose f:}z)
3)]j1n-\j§sinx—cosx

5 x-Z Donc : = 2im 1% _ 5
6 h—0 h

On pose x—%:h) donc x-szea-o

xl=2

Autre méthode => utiliser les formules de transformation sin(a+b) et cos(a+b)

VII- Théoreme de comparaison

Soit I un intervalle de la forme |a, +00| et [ € R et soient f, u et v des fonctions définies sur

[:

(e f@zu@)
(Ve el) f(z) <u(zx)

2 : _ = lim f(z)= -0
{IEI_POUU(:B)—CK) T—rtoo
(Vzel)u(z) < f(z) <v(z) ,

P u(@) = lim o(@) =1 7RI
(Vz € 1) [f(z) -] < u(z)
4 I:Em u(z) =20 :b‘rl_lﬂl f(z)=1

Exemple2 : Soit la fonction :

f;xw(x2+-1'4)ﬂi“% determiner : E[{}f( )
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Solution: VxeR'ona -1< sinlsl et
=

| ;
x> +x*20donc —x?-x*< (.tg -+ .x‘4)51n—5 P4+t
X

et puisque :

limx*+x" =lim—x*—x*=0alors -
x—0 x—0

lim f(x)=0

x—0 f( )

Exempled : Soit la fonction : f: x> x+sinx—1

déterminer : lim f(x)

X—y—i0

Solution: YxeRona —1<sinx<1 donc:
x—2< f(x)<xetpuisque :

lim x=—ooalors : lim f(x)=—o0

X —p=—00 X—=—w

l1+sinx

1+\E

Exemple4 : Soit la fonction : f:x—

déterminer : lim f(x)

X—»+00

Solution: VxR’ ona 1+J;2J¥ et

‘1+sinx‘ 2

0<l+smx<2donc ‘ s ‘S«E donc
2 ) 2

|f(x)|£$ etona xlglgc—xZO donc :

i ()=0

Exerciced : Déterminer les limites suivantes :

COS X 1+sinx

'I}]imxzsinl 2) lim —~ 3) lim

x—0 x 1 x>ty (2+cosx)

4) lim 1+ il

SR I S |
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Solution : 1)on pose : f(x)=x1 sml

of2) I

vxeR® <1 donc Z‘f(x)|£x2 etona
limx* =0 Alors : lim f(x)=0

x—0

2) lim cosx

X—r+m h

?onpose : f(x)= %7
X

VxeR" |cosx|<1 donc:|f(x) s% eton a 1imL3=0 Alors : lim f(x)=0
X X0 x| X+
3) lim 1+sinx

? on pose : __ l+sinx
i 3 (2+cos x) /(%)

X2(2+CUSJC)

" 1 +si 2

VreR* —I<cosx<l et —I<sinx<ldonc: 0<- 2% <2 donc0< f(x)<=
2+cosx X

Et puisque : limo=0 et 1im£:0 Alors : lim f(x)=0

x—@ ] rz

4) lim1+ x

X ?onpose: f(y)=14— %
PN S L o
VxeR’ 2+‘\/x4+lfz\/x_4 cad 2++x' +1> x>

1 1 1
donc: ———<— donc: |f(x)-]<—~

2444l X ]

Et puisque : 1jmﬁ:0 Alors : lim f(x)=1
X—p—0 x X—5—x




