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Chapitre

Lois binominale (I'essentiel du cours + applications)

Niveaux

1°"® Bac

Qui est Jakob Bernoulli ??

Jacques ou Jakob Bernoulli (27 décembre 1654 - 16 aoiit 1705) est un
8 mathématicien et physicien suisse (né et mort a Bale), frere de Jean
Bernoulli et oncle de Daniel Bernoulli et Nicolas Bernoulli.

Probabilité (généralités

I — Vocabulaires

Expérience aléatoire = expérience dont l'issue est incertain

Univers Q = ensemble de toutes les issues possibles d'une expérience aléatoire
Cardinal d'un ensemble = son nombre d'éléments

Evénement = issue possible d'une expérience

Evénement élémentaire = événement contenant un seul élément
Evénements incompatibles = n'ont rien en commun et ne peuvent se réaliser

A~nD=¢

simultanément
Evénements indépendants = |a réalisation de I'un n'influence pas celle de |'autre

II — Probabilité d’un événement

1 =Définition

Soit E une épreuve aléatoire. L'ensemble des éventualités est

Q = {0, +ovy O}

- A chaque événement élémentaire {®;} est associé un nombre réel,
élément de [0;1] appelé probabilité de l'événement élémentaire

tel que : p({o,}) + p{e,}) + ...+ p({o,}) =1

- La probabilité de tout événement A est la somme des probabilités
des evénements élémentaires qui le composent.

- p(Q2) = 1.

-SiA=¢ alorsp(A)=0



2-L'hypothése d'équiprobabilité

Lorsque les événements elémentaires d’une expeérience ont la méme
Probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité.

Les situations d’équiprobabilité sont généralement suggerees par des

expressions comme:  "On tire au hasard”, "boules indiscernables au
toucher”, "de bien équilibre”, "dé non pipé” ...
propriété

Soit p une probabilité sur un univers Q
Dans Uhypothese d'équiprobabilité, le nombre total d'éventualités etant
n, si un evenement A est constitue de m eventualites alors sa

probabilité est : p(A) = %

__ Card(A)  card(A) le nombre de cas favorables
p(A) = Card(Q)  card(Q) le nombre de cas possibles

3 —Propriétés des probabilités

Parties de E |Vocabulaire des evénements Propricte
A A quelcongue 0<p(A)¢!
0 Evenement impossible p(@)=0
E Evenement certain p(E):1
AnB=0 |AetBsont incompatibles p(AUB)=p(A)+p(B)
A A est [dvénement contraire de A~ {p(A)= 1-p(A)
AB |AetBaquelconques p(AUB)=p(A)+p(B)-p(AnB)

C'est quoil une loi binominale ??

C’est une variable aléatoire un peu spéciale....
1- L'expérience est répétée un certain nombre de fots (n)

2- lexpérience n’a que deux issues possibles donc l'univers se réduit a deux événement
(Succes / échec)

3- on s'intéresse au nombre de fois que le succes (ou l'échec) se réalise durant les (n)
répétitions de l'expérience

A quoi ca sert ??
La loi binomiale est utilis€e dans de nombreux domaines, tels que:

Statistiques: Pour analyser des données ou 1'on répete une expérience avec
deux résultats possibles.



Controle de qualité: Pour évaluer la proportion de produits défectueux dans
un lot.

Recherche médicale: Pour étudier 1'efficacité d'un traitement.

Economie: Pour analyser des marchés avec deux issues possibles (par
exemple, achat ou non-achat).

Soit p la probabilité d'un événement 4 dans une expérience aléatoire

On repete cette epreuve # fois de suite
La variable aleatoire X qui lie chaque résultat au nombre de fois que cet événement se realise
s'appelle une variable aléatoire binomiale de paramétres n et p

Etona: Yk {01,230} ; p(X =k)=C} xp* x(1—p)"™*
Et EX)=nxp
Et v(X)=nxpx(l-p)

Faisant la démonstration .. ..

On répete une expérience n fois ...combien nous avons d'éléments (n uplets) qui
contient k succes 22

) 3 B n!
Réponse => c, = —k!(n — k)!'

Quelle est la probabilité d'avoir k succés dans un seul élément de sortie 22

Réponse => pk (1- p)n—k

PF représente la probabilité d'avoir k succes dans un seul tirage de n éléments
(1-p)n-k représente la probabilité d'avoir (n-k) échecs dans ce tirage de n éléments

Donc la probabilité d'avoir k succes en tenant du nombre d'éléments qui contient k
succes possibles est

C,P(1-p)y™*




Application 1

On considére une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de
paramétresn =6etp=10,7.

Calculer une valeur approchée a 107 de :

Application 2

Dans cet exercice, les probabilités seront arrondies au centiéme.
Dans un lycée, la probabilité qu'un éleve rencontré au hasard fasse
du sport dans une association est de 32 %.

On rencontre au hasard et successivement n éléves.

on admet que la variable aléatoire X, qui compte le nombre
d’éleves faisant du sport dans une association, suit une loi

binomiale de parameétres n et p = 0, 6.

1. Dans cette question, n = 10. Quelle est la probabilité qu'au plus un
éleve fasse du sport dans une association ?

2. Dans cette question, n n'est pas fixé. Combien doit-on rencontrer
d’éleves pour que la probabilité qu’'au moins un éleve fasse du sport

dans une association soit supérieure a 99,9 % ?
Application 3

Dans une région pétrolifere, la probabilité qu'un forage conduise a une nappe de pétrole est 0,1.
1) Justifier que la réalisation d'un forage peut étre assimilée a une épreuve de Bernoull,
2) On effectue 9 forages.
a. Quelle hypothése doit-on formuler pour que la variable aléatoire X correspondant au nombre de
forages qui ont conduit & une nappe de pétrole suive une loi binomiale ?
b. Sous cette hypothese, calculer la probabilité qu'au moins un forage conduise a une nappe de
pétrole. En donner la valeur 3 1072 prés.



Solutions

Solution 1

1. Ici, il est préférable de faire un calcul direct :

. On utilise I'événement contraire :
>5) = = — 3
P(X > 5) PéX 5)+ P(X 6)6 P(X <5) =1 P(X  6)

— 5 1 0

_(5)><0,7 x 0,3 +(6)><0,7ﬁx0,3 ﬂ_(g)xoﬁsxwﬂ

Fz g, 2(2}333 +0,11765 10,7

~ ~1-—0,11765

=~ 0,8824

2. On utilise I'événement contraire :

P(X>0)=1-P(X=0) 4. On fait un calcul direct :

zl_g)xmwxmr P(X <2)= P(X=1) + P(X =0)

_ 6 1 5 6 6
_ 10,3 —(l)xﬂ,’? x 0,3 +(0)><0,7“x0,3
~1—0,00073 ~ 0,01021 + 0,00073
~0,9993 ~ 0,0109

Solution 2
1. Il s'agit de calculer P(X < 1).

On utilise un calcul direct :
P(X <1) = P(X =0) + P(X = 1)
10 10
— (0) x 0,32° x 0,680 + (1) % 0,32! x 0,68°
= 0,0211 + 0, 0995
~ 0,12
La probabilité qu'au plus un éléve fasse du sport dans une association

sur les 10 éléves rencontrés est d'environ 12 %o.

2. Il s’agit de déterminer la valeur de n telle que P(X > 1) > 0,999.

Or,
P(X>1)=1— P(X = 0)

11— (2) x 0,32° x 0, 68"

On sait que (g) =1et0,32° =1 donc:
P(X>1)=1-0,68"
Par conséquent,
P(X>1)>0,999 <— 1-0,68" > 0,999
—0,68" > —0,001
0,68" < 0,001
n x In(0,68) < In(0,001)
In(0,001)
~ TIn(0,68)

L1ty




(Comme In(0,68) < 0, la derniére division change a nouveau le sens de
l'inégalité.)
In(0,001)
Or S 0.8
que la probabilité qu'au moins un éléve fasse du sport dans une

~ 17,91 donc on doit interroger au moins 18 éléves pour

association soit supérieure a 99,9 %.

Remarque : si vous navez pas encore vu les logarithmes, vous pouvez
essayer de trouver le résultat par essais successifs a la calculatrice, vous

gagnerez toujours quelques points.

Solution 3
1) Le forage conduit a une nappe de pétrole avec une probabilité 0,1 ou pas avec une probabilité 0,9. C'est
donc bien une épreuve de Bernoulli de parametre 0,1. Il 2 bien que deux issues possibles.
)
a. Les forages doivent étre indépendants pour que X suive une loi binomiale.
b. p(X=1)=1-p(X=0)=1-09°~|0,613




