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Limites et Continuité

[)LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

1- Rappels
P et Q deux fonction polyndme x, e RgcR*

Apprendre par ceeur

1) lim P(x)=P(x,) ) limx =% si x>0
: 1 .t
) P(_’C) P(_’Cg) . _ 6) lim HBx 1 7) lim =i

2) lim =— 8l Q("‘G) #0 x—0 x x—=0 x

o Q(Y) Q(XU) sin ax tan ax
3)limsinx=sinx, 4) limcosx=cosx 8) lim——=1 9) lim =1

X=X, ) -8 =%, ’ 0 =0 ax =0 ax
51 lim tanx =tan . Si Tk 10) liml_cﬂ:l

) lim tan x = tan x, si x, * o thn kel e SR >

Exercice1 : Déterminer les limites suivantes :

1)lim Nxi+3+1

2) lim 2x° +x* —x+4

x—l 2x—1 X—Hm

o 2x+5x%-7x" o 3x+8xr-24
3 A s

= x—10x" +14x x> X" +2x

5) limyx"+x-x

X3+

Indications => verifiez s’il sagit d’'une FI, utiliser la propriété des limites des polynomes a l'infini.
Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=ZVNxhEflScc

Exercice2 : (Limites a droite et a gauche)
Soit la fonction £ : x> %
Xt —

Etudier la limite de fen x, =-1

Indications => Etudier la limite par valeur inférieure et par valeur superieure
Réponse => limite = 0

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=cltdPFFpPcY



https://www.youtube.com/watch?v=ZVNxhEfIScc
https://www.youtube.com/watch?v=cItdPFFpPcY
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[l) CONTINUITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Définition : Soit f une fonction définie sur un Apprendre par coeur

intervalle de centre a . On dit que la fonction f
est continue en a si elle admet une limite finie en a

et lim f (x)= £ (a)

Exercice 3
F)=2 2 giv#3et £(3)=7

Etudier la est continuité de f en x, =3

Indications => division euclidiénne
Réponse => continue

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=gTFInzQuly0

Exercice 4
x+1-1
x)=——: six#F0et 0)=1
/(x) tan x St 7(0) A

Etudier la est continuité de f en x, =0

Indications => conjugué + identité remarquable + faire apparaitre x/tan(x)
Réponse => continue en 0

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=XCVM3k1qPE8

Exercice 5 avec m parametre reel
sin( 7x déterminer |la valeur du réel m pour laquelle
f(x):ﬁ;sf...x;tl P q
: f est continue en x, =1
f(1)=m

Indications => changement de variable + Faire apparaitre sin(k)/k en 0

Réponse => m=-11

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=dPLbSXzHQVQ


https://www.youtube.com/watch?v=gTFInzQuIy0
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Définition
1) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, a + r[ ol r >0

On dit que la fonction fest continue a droite
de a sielle admet une limite finie a droite en a

et lim f(x)=f(a)

2) Soit f une fonction définie sur un intervalle dela forme |a—r;a|ot > 0
On dit que la fonction fest continue a gauche

de a si elle admet une limite finie a gauche en a

et lim f(x)=f(a)

x—a

Exercice 6 soit f définie par -

Apprendre par coeur
(r) =3—x%si..x<0

(r) S ;85i.x >0

Etudier la est continuité de f a droite et a
gauche de x, =0
Indications => Appliquez la définition

Réponse => continue a gauche et a droite

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=Zm14uSkZ56g

Théoréme : Une fonction est continue en un
point a si et seulement si elle est continue a
droite et a gauche de a

Donc : f est continue en x, =0 ssi

lim f(x)=lim f(x)=f(a)

X—a

Apprendre par coeur

Exercice 7 Soitla fonction £ : x> —— si x#1

Iv—l
Et: f(1)=2

Etudier la la continuité de f en x;, =1

Indications => Calculez les limites a gauche et a droite ....

Réponse => continue a droite mais pas a gauche donc discontinue en 1

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=-cEDY S6yHpc


https://www.youtube.com/watch?v=Zm14uSkZ56g
https://www.youtube.com/watch?v=-cEDYS6yHpc
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Prolongement par continuité
Théoréeme et définition : Soit f une fonction

dont I'ensemble de définition est D

;> aunreel Apprendre par ceeur

tel que a ¢ D, et lim /' (x)=1 (finie)

f(x)=f(x);si.x=a

La fonction f définie par: ,

fla)=1
Est une fonction continue en a et s’appelle un
prolongement par continuité de la fonction
fena

Exercice 8 Soit f une fonction définie par

f(x)= Loket Donner un prolongement par
X

continuite de la fonction f en x, =0

Indications => Calculez la limite de fen O.....

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=2NydxamzrGM

lll) OPERATIONS SUR LES FONCTIONSCONTINUES.

Définition
1) On dit que f est continue sur I'ouvert] a, b [si Apprendre par ceeur
elle est continue en tout point de ]a, b

2) On dit que f est continue sur [a, b[ si elle est
continue sur ]a, b[ et a droite de a

3) On dit que f est continue sur [a, b] si elle est
continue sur ]a, b[, a droite de a et a gauche de ﬂ|



https://www.youtube.com/watch?v=2NydxamzrGM
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Propriétés :1)Si f et g sont deux fonctions

continues en a alors :

a)f+g b)fxg c)|f]

Sont des fonctions continues en a

2)Si f et g sont deux fonctions continues en a

et g(a) # 0 alors

a) e b) A sont des fonctions continues en a.
g g

3) Si f une fonction continue en a et f(a) =20

alors : ./ f est continue en a

Propriétés :1) Tout fonction polynéme est

Apprendre par coeur

continue sur R
2) Les fonctions sin et cos sont continue sur R

3) La fonction tan est continue sur tous le
intervalles de la forme : |-n/2+ km ;n/2+ kn|
(QUKEZ)

Continuité de la composition de deux fonctions
Théoréme : Soient f une fonction définie sur un
intervalle I et g une fonction définie sur un
intervalle ] tels que f(I) c ]

et x, un élément de 1.

1) Si f est continue en x, et g continue en f(x,)
alors gof est continue en x,.

2) Si f est continue I et g continue en f(I) alors
gof est continue I.

Exemples
1) Soit f une fonction définie par /' (x)=cos(2x>—3x+4)
Montrons que f est continue sur R

2) Soit g une fonction définie par
Décomposez f(x) en deux fonctions continues,
g ( x) _ X N’oubliez pas de verifier que I'image de la 1 fonction
’ ‘\‘ 1+sin2y est bien inclu dans celui de la 2éme

Montrons que g est continue sur R~
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Limites des fonctions composées

Theoreme :Soit u une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre x,telle limu(x)=1

I—}.Tu

si v est continue en [ alors lim(vou)(x)=v(/)

X=X,

Exercice 9 : Déterminer les limites suivantes :
.. [1-cos:
1)111115111( . ?Z'J

x—=0 X 2

2) lim COS[J‘T r_—l}

X—+ X 1

Indications => Utilisez le théoréme des limites des fonctions composées
Réponse => 1 et -1

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=h3NQop6JQcl

IV) IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNEFONCTION CONTINUE

1) Image d’un segment (intervalle fermé) :

Activité :Le graphe ci-contre est le graphe de la
fonction f(x)=x2+2x |

Déterminer graphiquement les images des
intervalles : 7, =[01], I, =[-3,-1]; [, =[-3,1]
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Théoréme : (Admis)
L’'image d’'un segment [a, b] par une fonction
continue est le segment [m, M] ou :

m=min f(x) et M = q}g)%_f(x)

xe[a;b]

Cas particulier :
1) Si f est continue croissante sur [a, b] alors

f(la, b]) = [f(a), f(D)]

2) Si f est continue decroissante sur [a, b] alors

f(la, b]) = [f(b), f(a)]

2) Image d’un intervalle

Théoreme géneral

Theoreme (admis) : L'image d’un intervalle par
une fonction continue est un intervalle.

Cas d’une fonction strictement monotone

1) f continue et strictement croissante sur
L'intervalle Iet ael et bel

£ ([a:B])=[f (a): £ (B)] et f([ab])=| 7 (a):Limf (x)

x—b
x=b

f(Ja:b])= [im f (x). £ (B) |€1 £ (Ja:B]) = [lim £(x):lim £ (x)

X3 x—a x—b
x-a x-a x=b
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2) f continue et strictement décroissante sur
L'intervalle Iet ael et bel

f([b])=[f(B): f(a)] et f((ab[)= imf(x):/(a)

x—b
x<b

f(Ja:b])=| £ (b)slim £ (x)| €t f(Jasb[)= limf[x];limzm(x)

x—31 x—h
X1 x-¢h r-a

Exercice 10 Soit f une fonction définie par

. 2x-3

xXi1=

f( ) x+1

Déterminer les images des intervalles suivants :
[011] ; [_2!_1[;

ax+h

La croissance d'une fonction homographique de la forme fi(x) = pery

« Siad — be > 0: La fonction est strictement croissante sur ses
intervalles de définition.

« Siad — be < 0: La fonction est strictement décroissante sur ses
intervalles de définition. #

Rappel sur les fonctions
homographiques

Indications => calculez D + montrez que f est croissante + utilisez le théoreme general

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=el n7rPX9Yw

V) THEOREME DES VALEURSINTERMEDIERES
1)Cas géneral

Théoreme T.V.I : Soit f une fonction continue
sur [a, b] .Pour tout A compris entre f(a) et f(b)
il existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) = 4
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2) Cas f strictement monotone.

monotone sur

Théoréeme T.V.l (cas f strictement monotone)
Soit f une fonction continue strictement

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un
etunseul c € [a, b] tel que f(c)=4

[a, b] .

-

3) Corola

R A Sp—. =]

ires

Corolaire1 (T.V.l) :Soit f une fonction continue
sur [a, b] .Si f(a) x f(b) <0 il existe au moins un
c € [a, b]tel que f(c)=0

Soit f une fdnctioh continue strictement
monotone sur [a, b] .Si f(a) * f(b) < 0 il existe ui
et un seul c dans [a, b] tel que f(c) =0

Exercice 11 : Montrer que I'équation : ¥’ +x+1=0
Admet une racine unigue dans ]—1:0[

Indications => utilisez le Théoréme des valeurs intermédiaires

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=iURH5AUNJQ4

VI) FONCTIONS COMPOSEES ET FONCTIONS RECIPROQUES.

1) Le théoreme



https://www.youtube.com/watch?v=iURH5AUnJQ4
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J=f(I)versI.

vel

Théoréme :Soit / une fonction définie continue
et strictement monotone sur un intervalle I, On a

admet une fonction réciproque 7' définie de
f proq

donc f est une bijection de I vers f(I)
D’ou f admet une fonction réciproque ' de
J=f(I)versletona:

{f(}»’) =x _ {y =/"(x)
_xef(f)

(fo/")@)=x wres()
o r)0)=y vyel

Exercice 12 Soit f la fonction définie par :

x—3
x+2

f(x)=

1) Montrer que la fonction g la restriction de f sur
intervalle 7 =]-2;+[ admet une fonction

réciproque g définie sur un J qu'il faut

déterminer.

2) Déterminer g”'(x) pour tout x de l'intervalle J

Solution détaillée => https://www.youtube.com/watch?v=8gIA-9f5C7Y

3) Propriété de la fonction réciproque

Apprendre par coeur

1

Propriété 1:Si f admet une fonction réciproque| |7 -+—7=
f'deJ=f(I)versIalors /' alaméme
monotonie sur J que celle de f sur 1. gy

Y=

le taux de fsurI

Preuve :
T = f71 ("ﬁ)_.fNI {rz) _ nh—¥»
fil X =Xy f(’cl}_f(XQJ

Donc le taux de f~'sur J a le méme signe que

Propriétée 2 :Si f admet une fonction reciproque
f~'de J = f(I) vers I alors (C’f_, ) et (C'f) sont

symetriques par rapporta :(A) y = x



https://www.youtube.com/watch?v=8gIA-9f5C7Y



